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1. Trojuholnik ABC' spliia pri zvycajnom oznaceni dlzok strdn podmienku a < b <
< ¢. Vpisand kruznica sa dotyka strain AB, BC a AC postupne v bodoch K, L a M.
Dokadzte, ze z useciek AK, BL a CM mozno zostrojit trojuholnik prdve vtedy, ked plati
b+ c < 3a. (Jaroslav Svréek)

RieSenie. Oznac¢me x = |AK| = |AM|, y = |BL| = |BK|, z = |CM| = |CL| (obr.1)
zhodné tseky dotycnic z jednotlivych vrcholov trojuholnika ku vpisanej kruznici. Zrejme

a=y+z b=z+z, c=x+y. (1)
Z uvedenych rovnosti vidime, ze dana podmienka
b+c < 3a (2)

je ekvivalentnd nerovnosti

r<y+ z, (3)

¢o je nutna podmienka existencie trojuholnika so stranami dizok z, vy a z.

Dosadenim z (1) do podmienok b < ¢ a a < b zistime, ze 2z £ y ay < z. To
znamend, ze dalsie dve trojuholnikové nerovnosti y < z+x a z < x + y st automaticky
splnené, takze nerovnost (3), a tym aj (2) je podmienkou postac¢ujicou. Tym je tvrdenie
ulohy dokazané.

Za Gplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 1 bod za néjdenie rovnosti (1), 2 body za zistenie ekvivalencie
vztahov (2) a (3) a 3 body za dokaz, ze podmienka (3) je nielen nutnd, ale aj postadujica.



2. Klarka urobila chybu pri pisomnom ndsobeni dvoch dvojcifernych cisel, a tak jej vyslo
cislo 0 400 mensie, ako bol spravny vysledok. Pre kontrolu vydelila cislo, ktoré dostala,
mensim z ndsobenych cisel. Tentoraz pocitala spravne a vysiel jej neuplny podiel 67
a zvysok 56. Ktoré cisla Kldrka nasobila? (Jaromir Simsa)

RieSenie. Oznaéme x mensie a y vicSie z nasobenych ¢isel. Podla zadania plati zy —
— 400 = 67x + 56, cize
x(y — 67) = 456. (1)

Cislo z je teda dvojciferny delitel ¢isla 456 = 23 - 3 - 19. Zo zadania navyse vyplyva,
kazdy dalsi taky delitel plati x =2 4-19 =76 ay — 67 < 2-3 =6, takze y < 73 < z, ¢o
odporuje zvolenému oznaceniu x < y. Teda x = 57 a y = 75. Lahko overime, Ze tieto
¢isla vyhovuju zadaniu tulohy.

Zaver. Klarka nésobila ¢isla 57 a 75.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Také je samozrejme aj rieSenie, v ktorom ziak preveri vsetkych
16 delitelov &isla 456 v (1). Za najdenie rovnice (1) ¢€i iného ekvivalentného vztahu dajte 3 body,
2 body za analjzu ich rieseni a 1 bod za skusku, t.j. overenie, ze dvojica (z,y) = (57,75) spliia vetky
podmienky ulohy. Iba za uhadnutie hladanych &isel (bez zostavovania rovnice) dajte celkom 2 body.

3. Dokdzte, zZe pokial v skupine Siestich 0sob existuje asporn desat dvojic zndmych, tak
v nej mozno ndjst tri osoby, ktoré sa poznaji navzdjom. Vztah ,poznat sa“ je vzdjomny,
t.j. ak osoba A poznd osobu B, tak aj B poznd A. Ukdzte, Ze takd trojica existovat

nemusi, ak v skupine Siestich 0sob je menej ako desat dvojic zndmych.
(Vojtech Balint)

RiesSenie. Nazvime A osobu (pripadne jednu z osob), ktord ma v danej skupine najviac
znamych, a tento pocet znamych oznacme n. Zrejme n < 5.

Ak n = 5, existuje medzi zostdvajucimi osobami aspon pit dalsich dvojic znamych.
Ktoréakolvek z tychto dvojic potom tvori s osobou A trojicu znamych.

Ak n = 4, existuje osoba B, ktord sa s A nepoznd, a td4 méa tiez najviac Styroch
znamych. Preto sa medzi znamymi osoby A vyskytuju aspon dve dvojice znamych.
Osoba A s jednou z tychto dvojic tvori opét trojicu zndmych.

Situacia n < 3 nemodze nastat, pretoze celkovy pocet dvojic zndmych v skupine by

vtedy bol nanajvys % -6n < 9.
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Priklad skupiny Siestich os6b s deviatimi dvojicami, ale s ziadnou trojicou znamych,
je znazorneny grafom na obr. 2. V nom body A, B, C, D, E a F predstavuju jednotlivé
osoby a dvojice znamych st vyznacené tuseckami. Pritom ziadne tri z tiseciek netvoria
trojuholnik. Pokial je v skupine menej ako devit dvojic zndmych, zostrojime vhodny
priklad odstranenim prislusného poctu tseciek z obr. 2 (pritom uréite ziadny trojuholnik
nevznikne).

Iné riesenie. Ak je v Sestici 0os6b aspon 10 dvojic zndmych, je v nej najviac 5 dvojic
neznamych, lebo vSetkych dvojic je prave 15. Budeme preto naopak predpokladat, ze
v kazdej trojici sa najde dvojica neznamych, a dokdzeme, ze v celej Sestici je takych
dvojic aspomn 6. Pri uvedenom predpoklade mozeme oznacdenie osob zvolit tak, aby
v trojiciach ABC a DEF boli dvojice neznamych AB a DE. Potom dalSie Styri
rozne dvojice neznamych néjdeme (po jednej) v trojiciach ACD, AEF, BCE, BDF
(presvedcte sa, ze kazda dvojice sa vyskytuje najviac v jednej z uvedenych styroch trojic
a ziadna z tychto trojic neobsahuje ani dvojicu AB, ani dvojicu DF).

Priklad pre mensi pocet dvojic znamych zostrojime rovnako ako v predchadzaju-
com rieSeni.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Za dbékaz existencie trojice znamych pre aspon 10 dvojic zndmych
dajte 3 body. Dalsie 3 body dajte, ak riesitel najde pre 9 dvojic zndmych priklad, v ktorom nie je
trojica zndmych, a ukéaze, ako postupovat pre mensi pocet dvojic znamych. Ak uvedie iba priklad pre
9 dvojic zndmych, strhnite 1 bod. Ak uvedie iba priklady pre niektoré pocty dvojic mensie ako 9,
strhnite 2 body.

4. Najdite vsetky trojice celych cisel x, y, z, pre ktoré plati

z+yV3+ VT =y+ 2V3+ zV7T.
(Jan Mazak)
Riesenie. Rovnicu prepiseme na tvar
r—y=(z—yV3+(x—2)V7
a umocnime. Po jednoduchej iprave dostaneme
(z—y)? =3(z —y)* = T(z — 2)* = 2(z — 2)(z — y)V2L. (1)
Pre x # z ay # z nemoze rovnost (1) platit, pretoze jej prava strana je v takom pripade
¢islo iraciondlne, zatial ¢o Tava strana je Cislo celé. Rovnost teda moze nastat, len ked
xr = z alebo y = z.
V prvom pripade po dosadeni z = z do pévodnej rovnice dostaneme z —y = \/§(z—
—y). Odtial z =y = x.
V druhom pripade, ked y = z, dojdeme analogicky k rovnakému vysledku.
Zaver. RieSenim danej rovnice st vSetky trojice (z,y,z) = (k,k, k), kde k je
Iubovolné celé ¢islo.

Za tplné rieSenie dajte 6 bodov, z toho 1 bod za uhadnutie korefiov 2 = y = z € Z a 5 bodov za
spravny doékaz, ze iné riesenia rovnica nema.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.



