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1. V obore redlnych cisel vyrieste rovnicu
4ot — 1223 — T2 + 220 + 14 =0,

ked’ viete, Ze mda Styri rozne redalne korene ricom sucet dvoch z nich sa rovnd cislu 1.
) )
(Jaromfr S1m§a)

Riesenie. Ozna¢me hladané korene x1, xs, 23, x4 tak, aby platilo 21 + 2 = 1. Potom
4ot —122° — T2 + 222+ 14 = 4(x — 11)(z — 22)(z — 23) (T — 14).

Porovnanim koeficientov pri zodpovedajicich mocninach x dostaneme zname Vietove
vztahy

x1+ w2 + 13+ x4 = 3, (1)

T1T9 + T123 + T124 + Tox3 + ToTy + T3T4 = —Z, (2)
T1Tox3 + T1ToXy + T1T3T4 + ToT3Ty = —1—21, (3)
T1ToXL3Ly = ; (4)

Kedze z1 + 22 = 1, z (1) vyplyva x5 + x4 = 2. Rovnice (2) a (3) prepiSeme na tvar

(:L'l + :132)(1'3 + 1L‘4) + T1X9 + X3T4 = —Z,

11
(Z’l + $2)$3x4 + (333 + :E4)x1x2 = 5

¢o po dosadeni hodnét z1 + 2o =1 a x3 + 4 = 2 dava

15

T1To + T3Ty = VR
11

21T + x3T4 = —7.

Z tejto sustavy dvoch linedrnych rovnic uz lahko dostaneme

7
T1xg = ——, T3Tg = —2.
4
Vs&imnime si, Ze pre tieto hodnoty stéinov z1x9 a x3z4 je splnend aj rovnica (4),
ktora sme zatial nevyuzili. Z podmienok x1 + x5 = 1, 2129 = —% vyplyva, ze x1 a x2
su korene kvadratickej rovnice
9 7

1
x—x—Z:0, teda ng:éi\/ﬁ.



Podobne z podmienok z3 + x4 = 2 a x32x4 = —2 dostaneme
r34 =143,

Skasku néajdenych korenov netreba robit, pretoZe je splnend, ako sme zdoraznili,
celd ststava rovnic (1) az (4).
Zaver. Dana rovnica ma korene % + \/§, % — \/5, 1+ \/§, 1—+/3.
Iné rieSenie. Z podmienok ulohy vyplyva, Zze Tava strana rovnice je suc¢inom
mnohoclenov
mQ—x—i—p a 4x2+qx+fr’,

pricom p, g a r su realne c¢isla. Po ich vynasobeni a porovnani koeficientov pri zodpo-
vedajicich mocninach z dostaneme stistavu Styroch rovnic o troch nezndmych

r—4=-—12,
dp+q—r=-T7,
pr—q=22,
pq = 14.
Prvé tri rovnice maja jediné riesenie r = —8, p = —% a q = —8, ktoré vyhovuje aj

stvrtej rovnici. Plati teda rozklad
dz* —122° — 72 4+ 220+ 14 = (2* — 2z — I) (42® — 8z — 8).

Rovnica 22 — z — % = 0 mé korene % + /2, rovnica 422 — 82 — 8 = 0 m4 korene 1+ /3.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Uvazujme rovnicu
x5 — 9zt + ka® — 322 — %x+20:0,

pricom k je redlny parameter. Urcte vSetky jej korene a hodnotu parametra k, ak viete,
Ze tato rovnica mé aspoii dva redlne korene, ktoré sa lisia iba znamienkom. [Vyuzite

Vietove vztahy, korene st i2§, 1,3,5, k= %]

N2. Nech P, @ su také kvadratické mnohocleny, ze ¢isla —22, 7, 13 st tri z korenov rovnice
P(Q(z)) = 0. Urcte stvrty koren tejto rovnice. [49—-A-I-1]
N3. Nech P je kvadraticky trojclen. Urcte vSetky korene rovnice
P(z? +4x—17) =0,

ak viete, ze medzi nimi je ¢islo 1 a aspon jeden koren je dvojnasobny. [49—A-11-1]

2. Kruznica vpisand do daného trojuholnika ABC' sa dotyka stran BC, CA, AB
postupne v bodoch K, L, M. Oznacme P priesecnik osi vniutorného uhla pri vrchole C
s priamkou M K. Dokdzte, Ze priamky AP a LK s rovnobezné. (Peter Novotny)

Riesenie. Oznacme k kruznicu vpisani do trojuholnika ABC a S jej stred. Velkosti
vnatornych uhlov trojuholnika ABC ozna¢me zvyCajnym sposobom «, 3, v. Kedze

body K, L st stmerne zdruzené podla osi vnutorného uhla pri vrchole C, st priamky
KL a CP na seba kolmé a |[{LPC|= |{KPC| (obr.1).
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Obr. 1

Ked vyjadrime velkosti vntatornych uhlov pri zdkladniach KM a LK v rovnora-
mennych trojuholnikoch KM B a LKC, dostaneme |AMKB| =90° — 3/2, |[{LKC| =
= 90° — /2. Z priamosti uhla BKC' tak vyplyva [{MKL| = 90° — /2. Analogicky
vyjde |[<KLM| = 90° — 3/2, |{LMK| = 90° — ~/2.

Kedze |{KPC|+ v/2 = |{BKP| = 90° — 3/2, dostaneme pre velkost stimerne
zdruzenych uhlov LPC a K PC rovnost

|LLPC| = |4KPC| =90° — Z =7 — %

Kruznica k vpisana do trojuholnika ABC' je sticasne kruznicou opisanou trojuhol-
niku K LM, ktory je — ako sme zistili vypoctom jeho uhlov — ostrouhly. Jej stred S je
preto vnutornym bodom tohto trojuholnika, a teda aj vnutornym bodom tsecky CP.
Kedze o

|{LPC| = |LLPS|=|£LLAS| = 2

APSL je tetivovy stvoruholnik. Vzhladom na to, Ze uhol ALS je pravy, je aj uhol APS
pravy (priamky AP a C'P su na seba kolmé). Preto st priamky KL a AP rovnobeZné,
¢o bolo treba dokazat.

Poznamka. Kedze kruznica k je opisand trojuholniku K LM, mdZeme jeho vnu-
torné uhly lahko vyjadrit z prislusnych stredovych uhlov: |{KSL| = 180° — ~, takze
|LKML| = 90° — /2, atd.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. V rovine je dany stvorec ABC' D. Vnutri jeho stran BC', C D st postupne zvolené body
P, Q také, ze |APAQ| = 45°. Oznac¢me dalej R, S priesecniky jeho uhlopriecky BD
postupne s priamkami AP, AQ. Dokazte, ze body P, Q, R, S lezia na jednej kruznici.
[Uké4zte, ze uhly PSQ a PRQ su pravé.]

N2. V rovine je dany pravouhly lichobeznik ABC D s dlhsou zdkladiiou A B a pravym uhlom
pri vrchole A. Oznaéme ki kruznicu zostrojeni nad priemerom AD a ko kruznicu
prechadzajicu vrcholmi B, C' a dotykajicu sa priamky AB. Ak maja kruznice k1, ko
vonkajsi dotyk v bode P, je priamka BC dotyc¢nicou kruZnice opisanej trojuholniku
CDP. Dokéazte. [52-B-11-4]

N3. Nech L je Tubovolny vnutorny bod kratSieho obltika CD kruznice opisanej $tvorcu
ABCD. Oznac¢me K prieseénik priamok AL a CD, M priesenik priamok AD a CL
a napokon N priesecnik priamok M K a BC. Dokézte, ze body B, L, M, N lezia na
jednej kruznici. [53—A-111-5]



3. Ak z, y, z s redlne ¢isla z intervalu (—1,1) spliiajice podmienku xy +yz + zx = 1,
tak plati

63/ (1-2?)(1—y?)(1-22) =1+ (v +y+2)"
Dokazte a zistite, kedy nastdva rovnost. (Jaroslav Svrcek)

RieSenie. Pre fubovolné realne ¢isla z,y,2 € (—1,1) plati 1 — 22 =2 0, 1 — y? = 0,
1 — 22 2 0. Pouzitim nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom pre
trojicu nezapornych realnych é&sel 1 — 22, 1 — 32, 1 — 22 tak dostaneme

T TR g P G Rl Gt WA UL

3
3= (2P +y? 427
— 3 ,
takze
6 /(1= 22)(1 — ) (1= %) < 6 — 22 + 4 + 22). 1)

Ak redlne ¢isla x,y,z € (—1,1) vyhovuji podmienke xy + yz + zx = 1, ukdzeme,
7e spliiaji aj nerovnost

6—2( +y* +2%) S 1+ (z+y+2)> (2)
Prava stranu tejto nerovnosti upravime na tvar
L+a? + 2+ 22 + 2y +yz + 22) = 3+ (2% + 9y + 22),
¢o po dosadeni do (2) vedie k ekvivalentnej nerovnosti
2?2+ 2221,

Jej platnost overime lahko. Staci totiz dokazat, Ze pre reéalne ¢isla z, y, z, ktoré vyhovuju
podmienkam tulohy, plati nerovnost

22+ %+ 22 2 zy 4 yz + 2z,
¢o je vSak ekvivalentné s nerovnostou
(=) +y—2°+ (2 —2)° 20,

ktora plati pre vSetky realne ¢isla z, y, z.

Zaver. Nerovnost, ktorti sme mali dokazaf, vyplyva z dokdzanych nerovnosti (1)
a (2). Rovnost v nej pritom nastane prave vtedy, ked nastane sti¢asne v oboch spomenu-
tych nerovnostiach. To nastane prave vtedy, ked = y = z, ¢o vzhladom na podmienku
zy + yz + zx = 1 dava iba dve moznosti x =y = 2z = i%\/ﬁ, pre ktoré v dokazanej
nerovnosti plati rovnost.



NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Pre lubovolné realne ¢&isla a, b, ¢ plati nerovnost

32+ + ) =(a+b+ )2

Dokazte a zistite, kedy nastane rovnost. [Upravte danti nerovnost tak, aby na jednej
strane bol stcet troch druhych mocnin redlnych éisel a na druhej strane nula.]
N2. Dokéazte, ze pre Tubovolné tri nezaporné ¢isla x, y, z plati nerovnost

z(r — yz) +y(y — Vezz) + 2(2 — Vay) = 0.

Zistite, v ktorych pripadoch nastane rovnost. [17-A-1I-2]
N3. Dokéazte, ze pre Tubovolné tri nezaporné ¢&isla x, y, z plati nerovnost

(@ +z+1D)2+y+ D)2+ 2+1) =272y

[Pre kazdy z ¢initelov na lavej strane nerovnosti pouzite nerovnost medzi aritmetickym
a geometrickym priemerom trojice nezdpornych ¢isel.]
N4. Dokézte, ze pre lubovolné redlne ¢isla a, b, ¢ z intervalu (0, 1) plati

15a+b+c+2(ab+bc+eca)+3(1—a)(l-0b)(1—-¢)509.

[55-B-1I-4]
4. Urcte, pre ktoré prirodzené ¢isla n sa mnozina M = {1,2,... ,n} dd rozdelit
a) na dve,
b) na tri
navzdjom disjunktnée podmnozZiny s rovnakym poctom prvkov tak, aby kaZdd z nich
obsahovala aj aritmeticky priemer vsetkych svojich prvkov. (Peter Novotny)

RieSenie. a) Oznacme A a B hladané podmnoziny. KedZe obe maju rovnaky pocet
prvkov, je pocet prvkov mnoziny M nutne parny. Teda n = 2k, pricom k je vhodné
prirodzené cislo.

Pre n = 4 neexistuje rozklad mnoziny M = {1,2, 3,4} na dve podmnoziny danych
vlastnosti, pretoze aritmeticky priemer Tubovolnych dvoch roznych ¢isel z mnoziny M
sa nemoze rovnat ziadnemu z tychto ¢isel. Zostrojme vyhovujuci rozklad mnoziny M
pre niekolko prvych parnych ¢isel n (aritmeticky priemer prvkov podmnozin vyznadéime
tucne).

n=2: A={1} B ={2}

n=4: rozklad neexistuje

n = 6: A=1{1,2,3} B={4,5,6}

n =8: A=1{2,3,4,T7} B={1,5,6,8}

n = 10: A=1{1,2,3,4,5} B=1{6,7,8,9,10}
n=12: A=1{1,2,3,4,6,8} B=1{5,79,10,11,12}

Teraz ukézeme, ze hladany rozklad mnoziny M existuje pre lubovolné n = 2k také,
ze k # 2.

Pre neparne ¢isla k vyhovuje napriklad rozklad mnoziny M na podmnoziny
A={1,2,... k}, B={k+1,k+2,...,2k}.
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Sucet vetkych prvkov mnoziny A je 3k(k + 1), ich aritmeticky priemer je 1(k + 1),
¢o je prirodzené ¢islo. Kedze 1 < %(k: + 1) < k, aritmeticky priemer vSetkych prvkov
mnoZiny A je prvkom mnoziny A. Podobne aritmeticky priemer 1(3k + 1) vSetkych
prvkov mnoziny B je prvkom mnoziny B.

Pre k = 4 sme existenciu rozkladu ukézali v tabulke, pre parne ¢isla k = 6 vyhovuje
napriklad rozklad mnoziny M na podmnoziny

A={1,2,... . k—2k, 5(3k—2)}, B=M\A.

Plati k < £(3k —2) < 2k a $(3k — 2) je prirodzené &slo. Mnozina A teda obsahuje k
prirodzenych ¢isel z mnoziny M. Stcet vsetkych prvkov mnoziny A je

1+24+...+(k—2)+k+32Bk—2)=2(k—-2)(k—1)+k+ L3k — 2)3k(k +2).

Ich aritmeticky priemer je % (k + 2), ¢o je prirodzené ¢islo. Kedze 1 < 1(k+2) < k —
— 2, aritmeticky priemer vsetkych prvkov mnoziny A je prvkom mnoziny A. Podobne
ukdzeme, ze aritmeticky priemer %k: vSetkych prvkov mnoziny B je prvkom mnoziny B.

Pozndmka. Pre parne k nevyhovuje napriklad rozklad mnoziny M na podmnoziny

A={1,2,... ,k—1,3k}, B=M\A,

pretoze priemer %k vSetkych prvkov mnoziny B je prvkom mnoziny A.

b) Ozna¢me A, B a C hladané podmnoziny mnoziny M. KedZe vSetky maju rovnaky
pocet prvkov, je ¢islo n nutne delitelné tromi, mé teda tvar n = 3k, pricom k je vhodné
prirodzené cislo. Pre stucet s vSetkych prvkov mnoziny M plati s = %31{:(3]{; + 1). Sucet
troch aritmetickych priemerov vsetkych prvkov jednotlivych mnozin A, B a C je potom
rovny s/k, teda %(3]{: + 1). Tento stet musi byt podla podmienok tlohy prirodzené
¢islo, preto je k nutne nepéarne.

Pre c¢isla n = 3k, pricom k je neparne, ukazeme, ze zadaniu vyhovuje napriklad
rozklad mnoziny M na podmnoziny

A={1,2,...,k}, B={k+1,k+2,...,2k} a C={2k+1,2k+2,..., 3k}

Sucet vsetkych prvkov A je %k(lﬁ— 1), ich aritmeticky priemer je %(k—l—l), ¢o je prirodzené
¢islo. Kedze 1 < %(k‘ + 1) £ k, aritmeticky priemer vSetkych prvkov mnoziny A je
prvkom mnoziny A. Podobne ukéZeme, Ze aritmeticky priemer %(31{:—1—1) vSetkych prvkov
mnoziny B je prvkom mnoziny B a aritmeticky priemer %(5]{ + 1) vSetkych prvkov
mnoziny C je prvkom mnoziny C.

Zaver. Podmienkam tlohy v pripade a) vyhovuju vSetky péarne ¢isla n rézne od 4,
v pripade b) vsSetky neparne ¢isla n delitelné tromi.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Na stole lezi k kopok s 1,2,3,...,k kamenmi, pricCom k£ = 3. V kazdom kroku
vyberieme tri Tubovolné képky na stole, zlG¢ime ich do jednej a pridame k nej jeden
kameri, ktory na stole doposial nelezal. Ak po niekolkych krokoch vznikne jedind kopka,
nie je vysledny pocet kameniov delitelny tromi. Dokazte. [54-B-1-3]

N2. Na stole lezi 54 kopok s 1,2,3, ... ,54 kamenmi. V kazdom kroku vyberieme fubovolnu

kopku, povedzme s k kamenmi, a odoberieme ju celi zo stola spolu s k kamenmi
z kazdej tej kopky, v ktorej je asponn k kamenov. Napriklad po prvom kroku, pri

6



ktorom vyberieme képku s 52 kamenmi, zostant na stole kéopky s 1,2,3,...,51,1
a 2 kamenmi. Predpokladajme, Ze po urcitom pocte krokov zostane na stole jedina
kopka. Zdovodnite, kolko kametiov v nej moze byt. [54-B—S—1]

N3. Rozhodnite, ¢ je mozné rozlozit mnozinu éisel {1,2,...,1995} na dve podmnoziny
tak, aby v prvej podmnozine bolo a) dvakrat, b) trikrdt, c) Styrikrat viac &isel ako
v druhej a aby suéty ¢isel v oboch podmnozindch boli rovnaké. [45—C—I1-2]

N4. Uréte, pre ktoré prirodzené ¢isla n je mozné rozdelif mnozinu {1,2,... ,n} na dve
podmnoziny tak, aby v prvej bolo trikrat viac ¢isel ako v druhej a aby sucty vsetkych
¢isel v oboch podmnozinach boli rovnaké. [45—C-II-1]

5. V rovine je dand kruznica k so stredom S a bod A # S. Urcte mnoZinu stredov kruznic
optsanych vsetkym trojuholnikom ABC, ktorych strana BC' je priemerom kruznice k.

(Jifi Dula)
Riesenie. Polomer danej kruznice k£ oznacme r. Ak bod A lezi na kruznici k, je
bod S stredom kazdej kruznice opisanej niektorému z uvazovanych trojuholnikov ABC
a hladanou mnozinou je jednobodova mnozina {S}. Dalej rozligime dva pripady:

a) Nech |AS| > r. Uvazujme najskor rovnoramenny trojuholnik ABC' so za-
kladnou BC', ktory vyhovuje podmienkam tulohy. Stred O kruznice jemu opisanej je
vnutornym bodom tsecky AS a pritom plati |[AO| = |BO| = |CO)|.

Teraz ukézeme, ze hladanou mnozinou O stredov kruznic opisanych vSetkym troj-

uholnikom ABC, ktoré vyhovujui podmienkam tlohy, je priamka p, ktora je kolmé na
AS a prechadza bodom O (obr. 2).

Obr. 2
Uvazujme Tubovolny trojuholnik AB’C’, pricom B’C’ je priemer kruZnice k,
a oznatme O’ priesecnik osi jeho strany B’C’ s priamkou p, takze |O'B’| = |O'C’|

(bod O’ lezi na osi B’C”). Podla Pytagorovej vety v pravouhlom trojuholniku C’O’S

plati
|O'B'| = |0'C'| = \/|O'S|2 + 12 = /|0O'|2 + |OS|2 + r2.
Pre velkost tsecky O’ A pritom méame

|0’A| = /]AO2 + |OO'2 = \/|BOJ + |OO'2\/|OS[? + 12 + |OO' 2.

Odtial |O’A| = |O'B’| = |0'C"|, ¢ize bod O’ je stredom kruznice opisanej trojuholniku
AB'C’ a podla konstrukcie lezi na priamke p.
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Naopak, pre lubovolny bod O’ priamky p mozno zostrojit priemer B’C” kruznice k,
ktory je kolmy na priamku O’S. Z predchadzajicich avah vyplyva, ze |O’A| = |O'B’| =
= |0’'C’|, takze sme nasli trojuholnik AB’C’ s pozadovanymi vlastnostami, ktorého
opisané kruznica mé stred O'.

b) Nech |AS| < r. V tomto pripade mozno postupovat analogicky. Stred O je teraz
vnutornym bodom polpriamky opacnej k polpriamke SA. Dostaneme pritom rovnaky
vysledok ako v pripade a).

Zaver. Ak bod A nie je bodom kruznice k, hladanou mnozinou O je priamka p, ktora
je kolméa na AS a stcasne prechadza stredom O kruznice opisanej rovnoramennému
trojuholniku ABC' so zékladnou BC, ktora je priemerom kruznice k£ kolmym na AS.
Ak A je bodom kruznice k, tak O = {S}.

Iné riesenie. Pre dany bod A, ktory nelezi na kruznici k, uvazujme trojuholnik
ABC' s danymi vlastnostami. Ozna¢me [ kruznicu opisant trojuholniku ABC' (obr. 3).
KedZe bod S je stredom spolocnej tetivy BC kruznic k a [, pretne kruznica [ polpriamku
opacnu k polpriamke SA vo vnitornom bode, ktory ozna¢ime A’. Pre mocnost m;(S)
bodu S ku kruznici [ pritom plati

mi(S) = —|BS| - |CS| = —r* = —|AS]| - |A'S], (1)

pri¢om r je polomer kruznice k. Odtial vyplyva, ze vzdialenost |A’S|, a teda aj poloha
bodu A’ na polpriamke opacnej k SA, st jednoznaéne uréené polohou bodu A. Pre
vSetky trojuholniky ABC vyhovujice podmienkam tlohy je teda AA’ pevna tsecka.
Kruznice opisané vSetkym uvazovanym trojuholnikom ABC' preto maju spolo¢nt te-
tivu AA’, takze ich stredy leZia na osi p isecky AA’. V pripade, Ze ABC je rovnoramenny
trojuholnik so zakladiiou BC, je tise¢ka AA’ priemerom kruznice [ a jej stred O je st-
Casne stredom tsecky AA’. Priamka p prechddza tymto bodom O kolmo na priamku AS.

b
04 C
~
.
N
a ™ </ k
A O S /A

Obr. 3



Naopak, ku kazdému bodu O’ priamky p ndjdeme trojuholnik ABC' s pozado-
vanymi vlastnostami, ktory mé stred opisanej kruznice v bode O’. Sta¢i zostrojit
priemer BC' kruznice k, ktory je kolmy na priamku O’S. Pre pevne uvazované body A,
A’ a S sme tak zostrojili body B, C, pre ktoré plati vztah (1). To znamen4, Ze body
A, B, C' a A’ lezia na jednej kruznici [. Vzhladom na to, Ze bod O’ je priese¢nikom osi
tetiv AA" a BC tejto kruznice, ktoré nie st rovnobezné, je bod O’ stredom kruznice [,
teda stredom kruznice opisanej trojuholniku ABC'.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. V rovine je dany stvorec ABCD. Uvazujme stvorec K LM N, ktorého uhlopriecka je
zhodné so stranou Stvorca ABCD a jeho vrcholy K a M lezia na stranach Stvorca
ABCD. Uréte mnozinu vrcholov L vSetkych takych stvorcov KLMN. [19-B-I-5]

N2. V rovine je dana priamka ¢ a bod A, ktory na nej nelezi. Urcte v tejto rovine mnozinu
stredov S v8etkych stvorcov ABCD takych, ze bod B lezi na priamke ¢. [47-B-1-2]

N3. V rovine je dana usecka AB. Zostrojte mnozinu tazisk vSetkych ostrouhlych trojuhol-
nikov ABC, pre ktoré plati: Vrcholy A a B, priesecnik vysok V a stred S kruznice
vpisanej do trojuholnika ABC' lezia na jednej kruznici. [55—A-T1I1-4]

6. Urcte vsetky funkcie f:7 — 7 také, Ze pre vsetky cel€ cisla x, y plati

F(f(x) +y) =+ fly +2006).

(Petr Kariovsky)

Riesenie. Nech f je lubovolna funkcia s pozadovanymi vlastnostami. Najskor ukazeme,
ze je prosta. Predpokladajme, Ze existuju dve celé ¢isla z1 a o, pre ktoré f(x1) = f(z2).
Potom pre vsetky celé cisla y plati

z1+ fy +2006) = f(f(z1) +y) = f(f(x2) +y)az + f(y + 2006).

Preto x1 = x4, funkcia f je teda prosta.
Volbou x = 0 v danej rovnici dostaneme

F(£(0) +y) = f(y + 2006),
odkial vzhladom na to, ze funkcia f je prosta, vyplyva f(0)+y = y+ 2006, ¢ize f(0) =

= 2006.
Ak dany vztah plati pre vSetky celé ¢isla x, y, plati aj pre y = 0. Takze

f(f(gc)) =z + f(2006).

PoloZzme v tejto rovnosti x = z, pricom z je Iubovolné celé ¢islo, pripocitajme
potom k obom stranam y a aplikujme na ne funkciu f. Dostaneme

fly+ 24 £(2006)) = f(f(f(2) +y) = f(2) + f(y + 2006),

pri¢om sme vyuzili rovnost zo zadania pre z = f(z). Ak v odvodenom vztahu zamenime
dvojicu (y, z) dvojicou (y + 1,z — 1), dostaneme

fly+z+ £(2006)) = f((y+ 1)+ (z — 1) + £(2006)) = f(z — 1) + f(y + 2007).
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Preto pre Tubovolné celé ¢isla y a z plati

f(2) + f(y +2006) = f(z — 1)+ f(y + 2007),

f(z) — f(z—1) = f(y+2007) — f(y + 2006).

Polozme teraz v poslednej rovnosti y = 0 a ozna¢me d = f(2007) — f(2006), ¢o je nutne
celé ¢islo. Z predchidzajuceho vztahu vyplyva, Ze pre kazdé celé ¢islo z plati

f(z) = flz=1) =d. (1)

Vztah (1) hovori, ze pre celé nezaporné ¢isla z tvoria hodnoty f(z) aritmeticka
postupnost s diferenciou d, takze f(z) = f(0) + dz.

Ostatny vztah plati aj pre zaporné ¢isla z, ¢o mozno z (1) Tahko odvodit matema-
tickou indukciou. Kedze f(0) = 2006, pre vsetky celé ¢isla z nutne plati

f(z) = 2006 + dz. (2)

Teraz zistime, ktoré funkcie tvaru (2) vyhovuja zadaniu tlohy. Pre vSetky celé ¢isla
2 a y musi platit

2006 + d(2006 + dz + y) = (2006 + dz +y) = f(f(z) +y) =z + f(y + 2006) =
= 2 + 2006 + d(y + 2006).

Oba krajné vyrazy sa rovnaju prave vtedy, ked pre vSetky celé ¢isla x plati
d*z = .
Odtial d = 1 alebo d = —1.
Zaver. Danej tlohe vyhovuju iba dve funkcie, a to
fi(z) =2006 —z a  fo(z)=2006 + x.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Nech f:N — N je Iubovolna funkcia spliiajiica nerovnost

f(n)+fin+2)52f(n+1)

pre kazdé prirodzené cislo n. Ukazte, ze potom v rovine existuje priamka, na ktorej
lezi nekonec¢ne vela bodov s kartezianskymi stradnicami [k, f(k)], k € N. [43-A-111-1]
N2. Néjdite vietky funkcie f:Z — Z také, ze

f(@) + f(y) = f(z + 22y) + f(y — 2zy)

plati pre kazdé z, y celé a navySe f(—1) = f(1). [42—-A—3-5]
N3. Uvazujme funkciu f:N — N, ktora je rydzo rasttca a pre kazdé dve prirodzené &isla

m, n spliia rovnost
f(mn) = f(m)f(n).

Urcte f(30), ak viete, ze f(2) = 4. [40-A-2-4]

N4. Nech f je zobrazenie mnoziny {1,2,...,1988} do seba. Pre lubovoIné prirodzené ¢islo n
polozme z1 = f(1), xp+1 = f(zn). Zistite, & existuje také ¢islo m, ze plati Tm = T2m,-
[37-A-TII-1]
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