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1. Urcte vsetky redlne cisla s, pre ktoré md rovnica
4zt —202° + s2® + 222 —2 =0

styri rozne redlne korene, pricom sucin dvoch z nich je rovny cislu —2.
(Jaromir Sims3a)

Riesenie. Predpokladajme, Ze ¢islo s vyhovuje zadaniu tlohy a oznacme korene x1,
T9, x3, 4 danej rovnice tak, aby platilo

1Ty = —2. (1)
Z rozkladu na korenové Cinitele
4ot — 200> 4 s2® + 220 — 2 = 4(z — 21) (2 — x2)(z — x3) (T — 24)

po roznasobeni a porovnani koeficientov pri rovnakych mocninach x dostaneme Vietove
vztahy

T1+ T2 +2x3+T4 =95

s
1y + X1y + T1T4 + TaT3 + ToTa + T3a = 7, (3)
11
T1T2T3 + T1T2Ty + T1X3T4 + T2X3T4 = DR (4)
1
T1TX2X3T4 — —5- (5)

Z rovnosti (1) a (5) ihned vyplyva
r3lyg = —.

Z rovnosti (4) upravenej na tvar

11

(xl + $2).’L'3£U4 + (xg + 5134)33‘15132 = —7

po dosadeni hodnoét xixo a x3xy vychadza rovnica
1
Z(acl —|— Ig) — 2($3 —|— I4) = ——

ktora spolu s rovnicou (2) tvori ststavu dvoch linedrnych rovnic pre nezndme sucty
r1+ 22 a x3 + x4. Jednoduchym vypoctom zistime, ze rieSenim tejto sustavy je dvojica
hodnot

r1+x90=2 a x3+x4 =3
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Ak dosadime vSetko, ¢o sme uz zistili, do rovnosti (3) upravenej na tvar

s
122 + (21 + 22) (23 + 24) + 2324 = 1

zistime, Ze nutne s = 17.
Teraz musime urobit sktisku: z rovnosti

T1+T90=2 a x1x9=—2
vyplyva, zZe ¢isla 1 2 s korene kvadratickej rovnice
22 —2x—2=0, teda x19=1%/3; (6)

z rovnosti .
r3+xr4=3 a x3$4:Z

zase vyplyva, Ze Cisla x3 4 s korene kvadratickej rovnice

x2—3x+i:O, teda x374:§:|:\/§. (7)

Vidime, Ze x1 234 st skuto€ne Styri navzajom rozne redlne cisla, ktoré spliiaju
ststavu rovnic (2)—(5) pre hodnotu s = 17, takze to st korene rovnice zo zadania.
Zdoraznime, ze ulohou nebolo tieto korene vypodcitat. Nestacilo by vsak len overit, Ze
kazda z kvadratickych rovnic v (6) a (7) ma dva roézne redlne korene (to nastane prave
vtedy, ked ich diskriminanty st kladné ¢isla), okrem toho by bolo nutné este ukazat, ze
tieto dve rovnice nemaju spolo¢ny koren.

Hladané ¢islo s je jediné a mé hodnotu s = 17.

Iné riesSenie. Oznacme z; o tie korene danej rovnice, pre ktoré ma platit zqxe =
= —2. Mnoho¢len z Tavej strany rovnice je delitelny mnohoélenom (z — x1)(z — x2),
teda mnohoc¢lenom tvaru z2 + pxr — 2 (kde p = —x1 — x3), existuje teda rozklad

4ot — 2023 4 sx? 4 220 — 2 = (2 + pxr — 2)(42? + qx + 7).

Roznasobenim a porovnanim koeficientov pri rovnakych mocninidch x dostaneme si-
stavu
—20=4p+gq, s=-8+pq+r, 22=—-2q+pr, =2 = —2r.

Zo stvrtej rovnice mame r = 1, po dosadeni do tretej 22 = —2q + p, ¢o spolu s prvou
rovnicou déva p = —2 a ¢ = —12. Zo zvy$nej (druhej) rovnice potom uréime hodnotu
s = 17. Vieme, zZe pre nu ma mnohoclen zo zadanej rovnice rozklad

4o* — 202 + 172 4 220 — 2 = (2 — 22 — 2)(42® — 122 + 1),

ostava urobit skisku (rovnako ako pri prvom postupe).

Za plné rieSenie dajte 6 bodov, z toho 4 body za ndjdenie hodnoty s = 17, pritom 1 bod za najdenie
oboch troj¢lenov s korenimi x1 2 resp. 3,4 a 1 bod za skusku. Pokial rieSitel iba spravne vypise sistavu
Vigtovych vztahov (a z nej pripadne este uré¢i hodnotu sicinu z3x4), dajte 2 body.



2. Uvazugme mnozinu {1,2,4,5, 8,10, 16, 20, 32,40, 80, 160} a vsetky jej trojprvkové pod-
mnoziny. Rozhodnite, ¢i je viac tych, ktoré maju sucin svojich prvkov vicsi ako 2006,
alebo tych, ktoré maju sucin svojich prvkov menst ako 2 006. (Peter Novotny)

RieSenie. Uvazovand mnozina je mnozinou prave vsetkych (prirodzenych) delitelov
¢isla 160 = 25 - 5. Jej prvky mozeme zdruzif do dvojic tak, aby stéin &sel v kazdej
dvojici bol rovny ¢islu 160:

1-160=2-80=4-40=5-32=8-20=10-16.

To znamend, ze ak A = {a,b,c} je trojica navzajom roznych delitelov ¢isla 160, je aj
A’ ={160/a,160/b,160/c} trojica navzajom rdznych delitelov ¢isla 160.
Sucin abc prvkov trojice A sa da vyjadrit v tvare

2F5! pricom k € {0,1,2,...,14}, 1 € {0,1,2,3} (1)

(¢islo 160 m4 len dva delitele, ktoré sit nasobkom 2°, preto sa v rozklade sucinu abe
nemoze objavit 215). Nie je tazké zistit, Ze najvicsie prirodzené &slo tvaru (1), ktoré je
mensie ako 2006, je &slo 2000 = 2 - 53 a najmensie prirodzené &slo, ktoré je tvaru (1)
a je viicsie ako 2006, je ¢islo 2048 = 21 (samotné ¢islo 2006 tvaru (1) nie je). Pritom
2000 - 2048 = 1603.

Ak je teda stéin prvkov trojice A mensi ako 2006, je nutne abc < 2000 a stéin
1603 /(abc) prvkov zodpovedajticej trojice A’ je najmenej 1603 /2000 = 2 048. Naopak,
je najviac 1603/2048 = 2000. Inymi slovami trojprokovijch podmnoZin so siucinom
prvkov mensim ako 2006 je prdve tolko ako trojprvkovich podmmnoZin so siucinom prvkov
vacsim ako 2 006.

Za uplné rieSenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za zistenie, Ze uvazovanad mnozina je mnozinou delitelov
¢isla 160, dalsie 2 body za nasledné parovanie trojprvkovych podmnozin. Ak riesitel uvedie fakt abe ¢
¢ (2001,2047) bez dokazu, nestrhnite ziadny bod (celé &isla z tohto intervalu mozno na delitelnost
prvoéislami rychlo jednotlivo otestovat). RieSenie, v ktorom sa ziak iba zaobera otézkou, aké konkrétne

hodnoty méze st¢in abc nadobudat (nie vSak kolkokrat sa tak pre jednotlivé hodnoty stane), ocerite
najviac 2 bodmi.

3. Dany je lichobeznik ABCD s pravym uhlom pri vrchole A a zdkladriou AB, v ktorom
plati |AB| > |CD| =2 |DA|. Oznaéme S priesecnik osi jeho vnutorngch uhlov pri
vrcholoch A, B a T priesecnik osi vnutorngch uhlov pri vrcholoch C, D. Podobne
oznacme U, V priesecniky osi vnitorngch uhlov pri vrcholoch A, D, resp. B, C.
a) Dokazte, Ze priamky UV a AB st rovnobezné.
b) Dokazte, Ze priesecnik E polpriamky DT s priamkou AB a body S, T, B leZia
na jednej kruznici.

(J. Svréek, P. Calébek)

Riesenie. Bod U ako priesecnik osi vnutornych uhlov pri vrcholoch A a D daného
lichobeznika mé rovnakiu vzdialenost od stran AB, AD a zaroven aj od stran AD,
DC. To znamené, ze mé rovnaku vzdialenost od oboch zékladni AB, C'D lichobeZnika
ABCD. Podobne aj bod V, ktory je priese¢nikom osi uhlov pri vrcholoch B a C, ma
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od oboch zakladni rovnaku vzdialenost. Priamky UV a AB st teda rovnobezné. Tym
je vyrieSena cast a).

KedZe stucet vnutornych uhlov ako pri vrcholoch A a D, tak pri vrcholoch B a C
je 180°, je stucet vnutornych uhlov trojuholnika ADU pri strane AD rovny 90° rovnako
ako sucet vnutornych uhlov trojuholnika BCV pri strane BC. To znamend, Ze oba
uvedené trojuholniky st pravouhlé (s pravym uhlom pri vrchole U, resp. V, obr.1).
Stvoruholnik UTV S je teda tetivovy (z predpokladu tlohy |AB| > |CD| = |DA]
vyplyva, Ze polpriamky AU a CV sa nepretinaju, body S a T preto lezia v opa¢nych
polrovinach urcenych priamkou UV a body U, T, V, S lezia na kruznici v uvedenom
poradi).
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Obr. 1

Ako uz vieme, priamky UV, AB a C'D st rovnobezné, teda |[LVUT| = |£CDT| =
= 45°. 7 rovnosti obvodovych uhlov nad stranou T'V tetivového stvoruholnika UT'V S
tak vyplyva [{V ST| = |£VUT| = 45°. To je zaroven aj velkost obvodového uhla T'SB
prislichajuiceho tetive T'B kruznice opisanej trojuholniku ST'B (obr. 2). Ostava ukazat,
ze na rovnakej kruznici lezi aj bod E. To je zrejmé, pokial E = T. V opa¢nom pripade
staci zistit, ze velkost uhla TEB je 180° — 45° alebo 45° podla toho, ¢i priamka BT
body S, E oddeluje alebo nie, ¢o okamzite vyplyva z toho, Ze priamka DT zviera so
zékladiiou AB uhol 45° (obr.2 a 3). Tym je vyrieSend cast b).
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Obr. 2 Obr. 3

Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za doékaz rovnobeznosti UV || AB, dalej 1 bod za
objav pravych uhlov AUD a BV C a 1 bod za désledok, ze stvoruholnik UTV S je tetivovy. Nemozno
ocakavat, ze ziaci dokézu cyklickost Styroch bodov pomocou orientovanych uhlov priamok, ich rieSenie
by teda malo pamitat prinajmensom na dve mozné vzajomné polohy bodov E a T (zabudnutie na
trividlny pripad E = T stratou bodu netrestajte). Pokial bude dokaz urobeny len pre jednu z moznych
poloh, strhnite 1 bod.



