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1. Zistite, aky je najmensi mozny obsah trojuholnika ABC, ktorého vysky spliaji
nerovnosti v, = 3cm, v, = 4cm, v, = 5cm. (Pavel Novotny)

Riesenie. Oznacme a, b, ¢ velkosti stran trojuholnika ABC'. Pre jeho vysku v, plati
nerovnost
¢ Z oy,

pretoze v, je dlzka najkratsej tsecky spajajtcej vrchol B s bodom priamky AC. Pre
obsah S trojuholnika ABC tak plati
cv VpUe

g =% >
2 = 2

> 10 cm?.

Ak existuje trojuholnik ABC' vyhovujuci podmienkam tlohy, ktorého obsah je
prave 10cm?, potom v oboch nerovnostiach S = %cvc > %vbvc > 10 cm? nastava
rovnost. Vychddza teda ¢ = v, = 4cm a stcasne v. = 5cm. Z prvej rovnosti vyplyva,
7e taky trojuholnik musi byt pravouhly s pravym uhlom pri vrchole A. Pre dizku jeho
odvesny AC teda plati b = v, = 5cm a dlzka a jeho prepony BC je rovna v/41cm. Zo

vzorca S = %ava pre jeho vysku v, vyplyva

25 20
= — = ——cm > 3cm.

a V41

Pravouhly trojuholnik ABC' s odvesnami b = 5cm a ¢ = 4cm teda vyhovuje podmien-
kam tulohy.

Najmensi mozny obsah trojuholnika ABC, ktorého vysky vyhovuji podmienkam
tlohy, je 10 cm?.

Vq

Za uplné riesenie dajte 6 bodov, pritom 4 body dajte za dokaz nerovnosti S = 10cm? a zostavajtce
2 body za uvedenie prikladu vyhovujiceho trojuholniku ABC s obsahom 10 cm?. Zrejmé nerovnosti
typu b = v, (rovnako dobry odhad dostaneme aj z tejto nerovnosti) nie je nutné dokazovat, ani nie je
nutné zdovodnovat, kedy v nich nastane rovnost.

2. Nech a, b st redlne c¢isla. Ak mad rovnica
ot — 42 + 42 +ar +b=0

dva rozne redlne korene takée, Ze ich siucet sa rovnd ich sucinu, tak plati a +b > 0
a pritom dand rovnica nemd Ziadne iné€ redlne korene. DokdZte. (Jaromir Sims3a)

Riesenie. Predpokladajme, Ze rovnica
ot — 423 + 42 +ax +b=0 (1)

ma dva rozne realne korene x; a xo, pre ktoré plati x1 +x3 = x12x9 = p. Potom polyném
na jej Tavej strane je delitelny polynémom (z — z1)(x — x2) = 22 — px + p a m4 rozklad

ot —4a® 4a® Far+ b= (22 —pr +p)(a® +rz +s),
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pricom r a s su redlne c¢isla. Roznasobenim vyrazu na pravej strane poslednej rovnosti
a porovnanim koeficientov pri jednotlivych mocninach x polynémov na oboch stranach
dostaneme

—4=—-p+r, (2)
4=p+s—pr (3)
a = —ps + pr, (4)
b = ps. (5)
Zo vztahu (2) vyplyva
r=p-—4. (6)

Dosadenim za r do vztahu (3) dostaneme

s=4—-p+plp—4)=@-—-4)(p—1). (7)

Kedze kvadraticka rovnica 22 — pz + p = 0 ma dva rdzne reilne korene z; a 3, je jej
diskriminant kladné cislo, takze
p? —4p > 0. (8)

Ked s¢itame rovnice (4) a (5) a dosadime za r podla (6), vyjde podla predchadzajiceho
vztahu
a+b=pr=plp—4)=p>—4p >0,
¢o sme chceli dokézaf.
Pre diskriminant D rovnice

24+ rr+s=0
podla vztahov (6), (7) a (8) plati
D=1?—ds=(p—4)° —4lp—4)(p—1) = =3p(p —4) = =3(p* —4p) < 0.

Rovnica teda nemd realne korene. Dana rovnice (1) preto nemé iné realne korene ako
T1 a Ta.

Za 1plné riesenie dajte 6 bodov, pritom 2 body dajte za spravny rozklad polynému na lavej strane
rovnice na suc¢in dvoch polynémov stupna 2 a porovnanie ich koeficientov, t.j. za spravne uvedenie

vztahov (2), (3), (4), (5). Dalsie 2 body dajte za dokaz nerovnosti a + b > 0 a zostavajtice 2 body za
dokaz neexistencie dalsich koreniov danej rovnice.

3. Nech M je lubovolny vnitorny bod prepony AB pravouhlého trojuholnika ABC.
Oznacéme S, S1, So stredy kruznic opisanych postupne trojuholnikom ABC, AMC,
BMC.
a) Dokazte, Ze body M, C, S1, So a S lezia na jednej kruznici.
b) Pre ktord polohu bodu M mad tdto kruznica najmensi polomer?
(Jaroslav Svréek)

RiesSenie. Ozna¢me postupne « a (3 velkosti vnutornych uhlov pri vrcholoch A a B
uvazovaného pravouhlého trojuholnika ABC.
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a) Zo vztahu medzi obvodovym a stredovym uhlom pre spolo¢nti tetivu C'M kruznic
k1 a ko opisanych postupne trojuholnikom AMC a BMC vyplyva (obr.1)

‘KMS;[C’ + IKMSQC‘ =2 + Qﬁ = 1800.

Stvoruholnik C'S1 M Ss je teda tetivovy. KedZe body M a C st simerne zdruzené podla
osi usecky C'M, na ktorej stc¢asne lezi usecka Sp.52, plati dalej

|£S1 M So| = |£51C S| = 90°.

Kruznica opisana stvoruholniku C'S; M S5 je teda Talesovou kruznicou zostrojenou nad
priemerom S755. Body S a S7 vsak lezia sticasne na osi odvesny AC, podobne body S
a Sy lezia na osi odvesny BC' uvazovaného trojuholnika. Takze |£.S1.555] = 90° a bod S
lezi tiez na Téalesovej kruznici opisanej Stvoruholniku C'S1 M S,. (Ak M = S, plati toto
tvrdenie trividlne.) Tym je dokézand cast a).

\, //
oy
e

\/
A -5 M B
Obr. 1
b) Ozna¢me P; a P, postupne stredy tuseciek AM a BM (obr.2). Plati |S15:| =
2 |PP| = %\AB|. Kruznica opisana Stvoruholniku C'S;MSs; méa preto najmensi

A -
A P S M P, B

Obr. 2

priemer 1|AB| prave vtedy, ked S1S9> || AB, €o vzhladom na kolmost tsecky CM
a jej osi S1.52 nastane prave vtedy, ked M je pétou vysky z vrcholu C v trojuholniku
ABC. (Polomer r tejto kruznice mé potom velkost r = 1|AB|.)
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Iné riesenie. Ozna¢me Cy pétu vysky z vrcholu C' a uvazujme podobné zobrazenie
zlozené z otoCenia o uhol ¢ = |LCoCM| a rovnolahlosti so stredom C, ktoré zobrazi
bod Cy na bod M. Dany trojuholnik ABC sa tak zobrazi na trojuholnik A’B’C' (obr. 3)
s vyskou CM. Kedze |[{AMA'| = |LACA'| = ¢, lezia body A, A’, M a C na kruznici

s priemerom A’C' opisanej trojuholniku AMC'. Podobne stred Ss strany B’C' je stredom
kruznice opisanej trojuholniku BMC. Kedze S5 je stredné priecka pravouhlého
trojuholnika A’C'B’, lezia body M a C na Téalesovej kruznici s priemerom S1S53. Na
tejto kruznici lezi aj stred S prepony AB pravouhlého trojuholnika ABC, pretoze S5
je os strany AC a SS5 os strany BC|, takze aj trojuholnik 575595 je pravouhly.

Tym je dokazan4 cast a). Cast b) vyrieSime rovnako ako v predchadzajiicom riegeni.
Za tplné riesenie dajte 6 bodov. Za Uplné rieSenie Casti a) pritom dajte 4 body, z toho 2 body za dékaz,

ze Stvoruholnik C'S1M S2 je tetivovy. Za Uplné rieSenie Casti b) dajte 2 body. Vyjadrenie najmensieho
polomeru, napr. pomocou |AB|, sa nevyzaduje.

4. Nech p, q st dané prirodzené cisla, pricom p < q. Urcle majmensie prirodzené
¢islo m s vlastnostou: Siucet vsetkych zlomkov v zdkladnom tvare, ktoré maji meno-
vatela m a ktorjch hodnoty leZia v otvorenom intervale (p,q), je aspon 56(q*> — p?).

(Vojtech Balint)

Riesenie. Ukazeme, Ze najmensie m je 113 (nezavisle na hodnotéch p, q). Zrejme m >
> 1. Pre Iubovolné prirodzené ¢isla ¢ < d a m > 1 oznacme Sy, (c, d) stcet vSetkych
zlomkov v zdkladnom tvare, ktoré lezia v otvorenom intervale (¢, d) a ktorych menovatel
je m. Potom plati nerovnost

Sm(c,e+1) < <c+%> + <c—|—%> +...+ <c+ mT—1> :(m—l)c—l—m—_l,

v ktorej rovnost nastane prave vtedy, ked vSetky ¢isla 1,2,...,m — 1 st nestdelitelné
s m, t.j. prave vtedy, ked m je prvocislo.



Pre dané prirodzené cisla p, ¢ a m > 1 plati

Sm(0,q) = Sm(p,p+ 1)+ Sm(p+ 1L,p+2) + ...+ Snlg —1,q) =
< <(m—1)p+m—_1>+((m—1)(p+1)+mT_1)—l—...

2
—|—<(m—1)(Q—1)+—m2_1>=
—m - Pprg-1y= TP
teda ) )
Sm(p,q) < (m_l);q —7) (1)

Rovnost vo vztahu (1) pritom nastane prave vtedy, ked m je prvoéislo. Podla zadania
vsak plati
Sm(p,q) Z 56(¢° — p*).

Zo vztahu (1) vidime, Ze nutne plati (m — 1) 2 56, t.j. m = 113. Vzhladom na to, Ze
¢islo 113 je prvodislo, je najmensie hladané ¢islo m = 113.

Iné rieSenie. Sucet vSetkych zlomkov, ktoré maji menovatela m, nie su celé
Cisla a lezia v intervale (p,q), mdzeme tiez urcit ako rozdiel saétu vsetkych zlomkov
s menovatelom m leziacich v uzavretom intervale (p, ¢) a stctu vsetkych prirodzenych
¢isel z tohto intervalu. Pre uvazovany rozdiel d potom plati

qm . q
=" %—%j.

Jj=pm

Mensenec aj mensitel v uvazovanom rozdiele sa daju vyjadrif ako sucty ¢lenov aritme-
tickych postupnosti. Pre stucet prvych n ¢lenov aritmetickej postupnosti (a;) vyuZijeme
znadmy vztah

ay+as+ ...+ a, = sn(a; + ay).

N[

Pre hladany rozdiel d tak plati

d=3(p+q)((g—p)m+1) = 3p+q(g—p+1) =

p+a)[((g—p)m+1) = (¢ —p+1)]3(m —1)(¢* — p*).

NI= N

Dalej budeme postupovat rovnako ako v predchadzajicom spdsobe riefenia.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 4 body za odvodenie nerovnosti (1) alebo nejakého ekvivalent-
ného odhadu, dalej 1 bod za odvodenie podmienky m = 113 a 1 bod za zdovodnenie skutocnosti, Ze
najmensie m je prave 113.



