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1. Na niektoré policko Stvorcovej Sachovnice n X n (n 2 2) postavime figirku a potom
ju postvame striedavo ,sikmo“ a ,priamo“. ,Sikmo“ znamend na policko, ktoré md
s predchadzajucim spolocny prave jeden bod. ,Priamo“ znamend na susedné policko,
ktore ma s predchadzajucim spolocniu stranu. Urcte vsetky n, pre ktoré existuje vy-
chodiskové policko a takd postupnost tahov zacdinajica ,$ikmo*, Ze figurka prejde celi
sachovnicu a na kaZdom policku sa ocitne prdave raz. (Peter Novotny)

RiesSenie. Najskor ukaZzeme, Ze tiloha ma rieSenie pre lubovolné parne n. Ak postavime
figirku napr. na ktorékolvek rohové policko Ssachovnice n x n, prejdeme celtl Sachovnicu
po susednych blokoch typu 2 xn spésobom naznac¢enym na obr. 1 pre n = 8. Postupnosti
tahov tu zodpovedé postupnost na seba nadviizujucich orientovanych tseéiek. Celkom
analogicky mozno postupovat pre kazdé parne n.
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Obr. 1 Obr. 2

Teraz ukézeme, Ze pre ziadne neparne n = 3 nemozno Sachovnicu prejst poza-
dovanym spoésobom. Dékaz urobime sporom. Pripustme, Ze pre uréité neparne n na
Sachovnici n X n existuje postupnost tahov vyhovujica podmienkam tulohy. VSetky
policka ofarbime podobne ako beznu Sachovnicu 8 x 8, a to tak, ze rohové policka
budi ¢ierne (podobne ako na obr.2 pre n = 7). Dalej vietky ¢ierne policka oznacime
pismenami A a B tak, aby Ziadne dve Cierne policka majice spolo¢ny prave jeden
bod (vrchol) neboli oznac¢ené rovnakym pismenom. Ak buda rohové (Gierne) policka

Policka Sachovnice, ktoré figirka pozadovanym spdsobom prejde, oznac¢me po-
stupne 1,2,3,...,n2 a k-ty fah zépisom k — k + 1. Ak je policko s ¢islom 1 &ierne,
su Cierne prave policka s ¢islami 1,2,5,6,9,10,...; pritom kazdy (Sikmy) fah 1 +— 2
56,9 +— 10, ... spaja ¢ierne policka oznacené réznymi pismenami, takze sa celkové
pocty policok A a B lisia najviac o 1, ¢o odporuje zistenému rozdielu. K rovnakému
sporu dojdeme aj v pripade, ked je poli¢ko s ¢islom 1 biele, takZe ¢ierne st prave policka
s Gislami 3,4,7,8,11,12,... spojend (Sikmymi) fahmi 3 +— 4, 7+— 8, 11 +— 12, ...

Tym je tloha vyrieSend, rieSenim su vSetky parne n = 2.



2. V tetivovom stvoruholniku ABCD oznacme L, M stredy kruznic vpisanych postupne
do trojuholnikov BCA, BCD. Dalej oznac¢me R priesecnik kolmic vedenijch z bodov L
a M postupne na priamky AC a BD. Dokdzte, Ze trojuholnik LM R je rovnoramenny.

(Pavel Leischner)

Riesenie. Priesecnik osi vnutornych uhlov pri vrcholoch A, D v trojuholnikoch BC' A,
BCD ozna¢me H (obr.3). Ako je zname, bod H je stredom prislusného oblika BC

Obr. 3

kruznice k opisanej stvoruholniku ABCD (obluka, ktory neobsahuje vrcholy A a D).
Oznatme ¢ = |{BAH| = |{CAH| = |{BDH| = |{CDH| = |{CBH| a ¢ =
= |[{ABL| = |£CBL|. Potom plati

|{BLH| = |{BAL| + |{ABL| = ¢ + ¢ = |{LBH|.

Trojuholnik HLB je teda rovnoramenny so zdkladtiou LB, takze |HB| = |HL|. Ana-
logicky aj |[HC| = |HM|. A pretoze |HB| = |HC|, dostavame |HL| = |HM]|. Takze
trojuholnik HM L je rovnoramenny a |{HLM| = |{HML|.

Oznacme este P kolmy priemet bodu L na priamku AC a @) kolmy priemet bodu M
na priamku BD (uvazovany bod R je tak prieseénikom priamok LP a MQ). Kedze
pravouhlé trojuholniky APL a DQM sa zhoduja v uhloch pri vrcholoch A a D, su
zhodné aj uhly PLA a QM D pri vrcholoch L a M. Odtial a z rovnosti |{HLM| =
= |{HML| tak vyplyva rovnost |{PLM| = |£QML|. To znamend, ze trojuholnik
LMR je rovnoramenny, ako sme mali dokézaf.



3. Oznacme N mnozZinu wvsetkych prirodzenych cisel a uvaZujme vsetky funkcie
f: N — N také, ze pre lubovolné x,y € N plati

f@f(y) = yf(@).

Urcte nagmensiv mozni hodnotu f(2007). (Pavel Calabek)

Riesenie. Uvazujme Iubovolnt funkciu f s pozadovanymi vlastnostami. Najskor ukéa-
Zeme, Ze je prosta. Ak f(y1) = f(y2), tak pre vSetky prirodzené ¢isla = plati

yof (x) = f(xf(y)) = f(2f(y2)) = y2f (x),

a nakolko f(x) je prirodzené ¢islo, vyplyva odtial y; = y2, ¢o znamend, ze funkcia f je
prosta.

Volbou z = 1 v danej rovnici dostaneme f (f(y)) = yf(1), ¢o pre y = 1 déava
f(f(1) = f(1). Kedze f je prosta, vyplyva odtial

f) =1, (1)

takze pre vSetky prirodzené ¢isla y navyse plati

f(f) =y. (2)

Z prave odvodeného vztahu zaroven vyplyva, Zze oborom hodnot funkcie f je celé
mnozina N. Mozeme teda pre lubovolné prirodzené ¢islo z ndjst y, pre ktoré y = f(2)
a zaroven f(y) = z, takze podla vztahu zo zadania potom plati

flez) = f(a(f(y) = yf(x) = f(2)f(z).

Odtial mozno matematickou indukciou lahko odvodit, Ze pre vSetky prirodzené ¢isla n,
r1,Ts,...,T, plati

flxima .. xn) = f(x1)f(22) - fT0)- (3)

Ukéazeme, Ze obraz f(p) lubovolného prvodisla p je tiez prvocislo. Predpokladajme,
ze f(p) = ab, pricom a, b st prirodzené ¢isla rozne od 1. Podla (2) a (3) plati

p=f(f(p)) = f(ab) = f(a)f(b).

Kedze funkcia f je prostd a f(1) = 1, plati f(a) > 1, f(b) > 1, ¢o je v rozpore
s predpokladom, zZe p je prvocislo.
Kedze 2007 = 32 - 223 je rozklad ¢isla 2007 na prvocisla, dostaneme podTla (3)

£(2007) = f%(3)f(223),

pri¢om obe ¢isla f(3) a f(223) st prvodisla. Ak f(3) = 2, potom podla (2) plati f(2) =
= 3 a najmensia mozna hodnota f(223) je 5, takze f(2007) = 20. Pokial f(3) = 3,
najmensia moznd hodnota f(223) je 2 a plati f(2007) = 18. Lahko vidime, Ze pre kazda
int volbu hodnét f(3) a f(223) plati f(2007) = 18.
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Ukéazeme, Ze existuje funkcia vyhovujtica zadaniu, pre ktora plati f(2007) = 18.
Definujme funkciu f nasledovnym sposobom: Pre Iubovolné prirodzené ¢islo x, ktoré
zapiSeme ako z = 2% . 223™ . ¢, pricom k a m st celé nezaporné &isla a ¢ je prirodzené
Cislo nesudelitelné s ¢islami 2 a 223, zaddame hodnotu f(x) vzfahom

f(2F.223™ . q) =2m . 223 . ¢.

Potom f(2007) = f(223-3%) = 232 = 18. Overime, 7e tato funkcia f mé pozadovani
vlastnost. Nech x = 2%1 . 223™1 . ¢ a y = 2F2 . 223™2 . ¢, st lubovolné prirodzené &isla
zapisané vyssie uvedenym sposobom. Potom

Fef(y) = f (2" -223™ - qp - f(22 - 22372 - qp)) = f(2MF72 . 223402 gy L gy) =
— gka2tma 223m2+k1 Q1 Q2

a sudasne
yf(z) =2F2 . 2237 . gy - f(2F1 . 2230 . gy) = 2Rt 2gmatRL L gy gy,

Najmensia mozna hodnota ¢isla f(2007) je 18.

Poznamka. 7 vyssie uvedeného riesenia vyplyva, ze kazda funkcia f, ktora vyhovuje
danej funkcionélnej rovnici, je urcend nejakou bijekciou ¢ mnoziny prvocisel na seba,
ktora pre kazdé prvocislo p splita rovnost ¢ (¢(p)) = p, a to predpisom

FOPpE k) = o) o)™ . o(pm)*m,

pricom p; st navzajom rozne prvocisla a k; nezdporné celé ¢isla. Kazda bijekcia ¢
uvedenej vlastnosti rozkladd mnozinu prvocisel na zjednotenie jednoprvkovych a dvoj-
prvkovych navzdjom disjunktnych mnozin takych, ze pre kazda z nich tvaru {p} plati
»(p) = p a pre kazdu z nich tvaru {p1, p2} plati ¢(p1) = p2, ¢(p2) = p1. Naopak kazdy
taky rozklad urcuje vyhovujacu bijekciu .

4. Mnozina M obsahuje vSetky prirodzené cisla od 1 do 2007 vrdatane a ma nasledujicu
vlastnost: Ak je ¢islo n prokom mmnoZiny M, leZia v M vsetky cleny aritmetickej postup-
nosti s pruym clenom n a diferenciou n+ 1. Rozhodnite, ¢i mnoZina M musi obsahovat
vSetky prirodzené cisla vicsie ako urcité ¢islo m. (Jaromir Sims3a)

Riesenie. Ukazeme, Ze uvedeny zaver vseobecne neplati. Ako protipriklad zvolime
mnozinu

ktora zrejme obsahuje vSetky ¢isla od 1 do 2 007. Pritom aritmetickd postupnost (a,, )5,
s prvym c¢lenom a; = n € M a diferenciou d = n + 1 ma vSeobecny clen tvaru

ag=a1+(k—1)d=n+(k—-1)(n+1)=(n+1)k—1,

odkial vyplyva, ze ¢islo ay + 1 = (n+ 1)k nie je prvocislo pre ziadny index k > 1, takze
ay lezi v M pre kazdy index k (¢i uz ap < 2007, alebo ap = 2008). Nakolko prvocisel
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je nekonecne vela, je nekonec¢ne vela aj prirodzenych ¢isel, ktoré v zvolenej mnozine M
nelezia.

Iné riesenie. Kazda vyhovujica mnozina M musi obsahovat vSetky ¢leny prvych
2007 aritmetickych postupnosti s prvym ¢lenom n < 2007 a diferenciou n + 1:

A =(1,3,5,...), A2 =(2,5,8,...), ..., Azp07 = (2007,4015,6023,...).
Zrejme mnozina hodnét Ay = {k,2k + 1,3k + 2,...} postupnosti Ay je pre kazdé k
tvorend vSetkymi prirodzenymi ¢islami tvaru i(k + 1) 4+ k s celym nezapornym i.

Vysvetlime, preco
M :Al UAQU...UAQQ(W

je najmensia mnozina s pozadovanou vlastnostou. UkaZzeme totiz, Zze ak n € A pre
niektoré ¢isla n a k, tak A,, C Ai. Nech tedan € Ay am € A,,. Potomn =i(k+1)+k
am = j(n+1)+n pre vhodné celé nezdporné i a j, odkial m = j(i+1)(k+ 1) +i(k +
+1)+k=(ji+7+1i)(k+1)+k, ¢o znamena, ze m € Ay.

Existuje vSak nekonecne vela prirodzenych ¢isel, ktora v zostrojenej ,,minimélnej“
vyhovujicej mnozine M nelezia; st to napriklad vsetky nasobky ¢isla 2 008!.

5. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' taky, Ze |AC| # |BC|. Vnaitri jeho stran BC
a AC wvazZujme body D a E, pre ktoré je ABDE tetivovy stvoruholnik. Priesecnik jeho
uhlopriecok AD a BE oznac¢me P. Dokadzte, Ze ak su priamky CP a AB navzdjom
kolmé, tak P je priesecnikom vysok trojuholnika ABC. (Jan Mazak)

Riesenie. Ozna¢me ¢ = [{BAD| a1y = |[{ABFE]| (obr.4). Z rovnosti obvodovych uhlov
|{AEB| = |{ADB]| v tetivovom Stvoruholniku ABDFE tak pri zvy¢ajnom oznaceni

C

uhlov v trojuholniku ABC' vyplyva

atip=pF+¢. (1)
Oznac¢me Cy pétu vysky z vrcholu C, v. velkost vysky CCy a x, vy, p velkosti
prislusnych tusekov ACy, BCy, PCy (obr.4), takze

p

tgp=", tg¥=

J )

tga = —, tgﬁ =
x

<@ |DC @vl’ﬁ



Ak bod P nie je priese¢nik vysok (t.j. uhol a+ 1) nie je pravy), mozeme podla (1) pisat

tg(a + ) = tg(B + »),

¢o podla zndmeho vztahu pre tangens suctu po dosadeni z (2) dava (vyuzivame rovnost
tgatg ) = tg ftg p, ktord z (2) tiez vyplyva)

(p —ve)(z —y) = 0.

KedZe vzhladom na dané predpoklady p < v. a x # y, nemoze ostatna rovnost platit.
Takze o + ¢ = 90° a bod P je priese¢nikom vysok, ¢o sme chceli dokazat.

Iné rieSenie. Oznacme k kruznicu opisani tetivovému Stvoruholniku ABDE
a uvazujme este kruznice [ a m opisané trojuholnikom BEC a ADC (obr.5). Tetiva BE
kruznice [ pretina tetivu AD kruznice m v bode P, kruznice [, m teda maji okrem
bodu C' este dalsi prieseénik, ktory oznaGime M. Z uvedenej konsStrukcie vplyva, Ze
bod P lezi vnutri kazdej z troch uvazovanych kruznic a ma k nim rovnakt mocnost (je
to ich potencény bod), preto bod P lezi vnutri tsecky CM.

m

ANT— N /5!
Obr. 5

Z rovnosti obvodovych uhlov nad tetivou BC' kruznice [ vyplyva [{BMC| =
= |[{BEC| = 180° — |{AEB]| a analogicky |[{AMC| = |{ADC| = 180° — |{ADB|, ¢o
vzhladom na rovnost obvodovych uhlov |[{AEB| = |£ADB]| nad tetivou AB kruznice k
znamena, ze

|{BMC| = |£AMC].

Oznac¢me N pétu vysky z vrcholu C' trojuholnika ABC. Ak M # N, znamenéa ostatna
rovnost, ze pravouhlé trojuholniky BNM a AN M st zhodné, ¢o vSak odporuje pred-
pokladu |AC| # |BC|. Preto M = N, |{ADC| = |[{BMC| = |[{AMC]| = 90° a bod P
je priese¢nikom vysok trojuholnika ABC, ¢o sme chceli dokazat.



6. Urcte vsetky usporiadané trojice (x,y,z) mnavzdjom roznych redlnych cisel, ktoré
vyhovuji mnozinovej rovnici

{x,y,z}:{x_y y—z z—x}.

) )
Yy—2 22— -y

(Jaromir Simsa)
RiesSenie. Ak si x, y, z tri navzajom rdzne realne ¢isla, tak hodnoty

T —y y—z z—x
U= , U= , W=
y—z z—x rT—y

(1)

su zrejme Cisla rozne od 0 a —1 a ich stéin je rovny 1. Rovnaku vlastnost teda musia
maft aj hodnoty x, y, 2z z kazdej hladanej trojice. Budeme preto neustale predpokladat,
ze

z,y,2 € R\{0, -1}, zw#y#z#2, ayz=1 (2)

Kedze dand mnozinovd rovnica je pre usporiadané trojice (zx,y,z2), (z,z,y)
a (y, z, ) rovnakd, budeme okrem (2) predpokladat, ze x > max{y, z}, a rozoberieme
dva pripady podla toho, ¢ y > z, alebo z > y. Zavedme eSte oznacenie intervalov
[1 = (0, C)O)7 12 = (—1,0), I3 = (—C)O7 —1)

Pripad x > y > z. Pre zlomky (1) zrejme plati u € I1, v € Iy a w € I3, takze
u > v > w. Dand mnozinova rovnica preto moze byt splnené jedine tak, Zze u = x, v =y
a w = z. Po dosadeni zlomkov (1) a jednoduchej tprave déjdeme k rovniciam

ry+y=yz+z=zx+x, pricomzel, yecls, z¢€ls. (3)

Podla podmienky xyz = 1 z (2) mozeme do rovnice zy +y = zx + = za ¢len zx dosadit
1/y a rovnicu dalej upravit:

1 1—19? 1 1
xy+y:§—|—ac:m(y—1): yy éxz—%:y:—

(Vyuzili sme to, ze vzhladom na y € I plati y # 1.) Z ostatného vztahu vyplyva, ze
hodnota prvého vyrazu v ststave (3) je rovna —1, takze z rovnosti druhého vyrazu ¢islu
—1 méme

1 1 1+

_1+y: . 1 x
14z

potom vSak aj treti vyraz v (3) je rovny —1. Preto kazdé rieSenie naSej tlohy (v ski-
manom pripade, ked z > y > z) ma tvar

@2) = (6 ). (1)

1+t ¢

pricom ¢ € I; je lubovolné (pretoze plati (3), skiska nie je nutnd). Z uvedeného postupu
tiez vyplyva, Ze volbou t € I (resp. t € I3) vo vztahu (4) dostaneme vSetky riesenia
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nasej ulohy s vlastnostou z > x > y (resp. y > z > x), takZe pri vypise vSetkych rieseni
v zavere¢nej odpovedi nie je nutné uvadzat cyklické permutéacie trojic zo vzfahu (4).

Pripad © > z > y. Pre zlomky (1) teraz plati u € I3, v € I} a w € I, takze
v > w > u. Dand mnozinova rovnica je teda splnené prave vtedy, ked u = y, v = x
a w = z. Po dosadeni zlomkov z (1) déjdeme k ststave

c—y=yly—2z), y—z=z(z-2), z-—z=z(@-y). (5)
S¢itanim tychto troch rovnic dostaneme
O=yly—2)+z(z—z)+z(z—y)=(y—z)(z+y—22),
odkial vzhladom na x # y vyplyva z = %(:v + y). Po dosadeni spit do(5) lahko zistime
(opét vzhladom na x # y), ze vyhovujeibaz =1,y = —2az = —%. Rovnakou trojicou

Cisel je tvorené (jediné) riesenie tlohy s vlastnostou y > = > z aj (jediné) rieSenie, pre
ktoré z > y > =x.

Odpoved. Riesenim tlohy st vSetky usporiadané trojice (4), pricom ¢t € R\ {0, —1},
a tri trojice (x,y, z) tvaru

(L-2-3), (-3.L-2), (-2,-3.1).

Poznamka. Ak vypiSeme vSetkych Sest moznych ststav prislichajicich danej mno-
zinovej rovnici, dostaneme okrem sustav (3) a (5) eSte sustavy

p—y=ay-2), y-z=yl-1), 2-2=u(—y)
r—y=wx(y—2), y-z=z2z-2), z-z=yl@-y);
r—y=yly—2), y—z=z@z-z), z-x=z(T-Y);
x—y=2z2(y—2), y—z=ux(z—x), z—x=y(r—y).

Prvé dve vznikna zo sustavy (5) cyklickou zamenou premennych, takze ich mozno
riesit rovnakym postupom ako (5). Sé¢itanim vsSetkych troch rovnic v kazdej z dvoch
zostavajucich ststav dostaneme ta ist rovnicu

2 .2, .2 2 2 2
r*+y 42 =xy +yz+ 2z, resp. (x—y) +(y—2)°"+(z—x)° =0,
ktora ma jediné riesenie x = y = z, ¢o nie sil navzajom rozne cisla.
Iné riesenie. Ak su z, y, z tri navzajom rozne realne cisla, tak hodnoty

T—y y—=z z—x
U = , U= , W=
y—=z z— T—y

su zrejme rozne od CGisel 0 a —1 a platia medzi nimi vztahy



1
———. Presvedéime sa

pricom f je linedrna lomena funkcia dand predpisom f(t) = ]
o tom priamym vypoctom:
1 1 y—z y—z
Jw) 1+u r—y (z—y)+@Wy—2 z—x
1+
y—z

z dovodu cyklickosti platia aj zostavajice dva vztahy v (2)
Uvedeny poznatok znamena, ze kazdé riesenie ulohy je pre vhodné ¢ € R\ {0, —1}

bud usporiadané trojica tvaru
1 1+1¢

(e202) = (0 £, L TO) = (6 ). ®)

alebo usporiadana trojica tvaru
1+1 1

= (¢ t t)=\(t,—,——— . 4

(@2 = (£ GO 10) = (-2 - 1) (@

Ostéva urobit skasku: Tahko sa presvedéime, Ze zatial ¢o trojica tvaru (3) je rieSenim
pre kazdé t € R\ {0, —1}, trojica tvaru (4) vyhovuje iba pre t =1, t = -2 at = —3
a su to cyklické permutacie tychto troch hodnét.



