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1. Najdite vsetky dvojice celyjch cisel (a,b), ktoré su rieSenim rovnice
a® + Tab + 6b° + 5a + 4b + 3 = 0.

(Pavel Novotny)

Riesenie. Rovnicu riesime ako kvadratickt s nezndmou a a parametrom b. Jej diskri-
minant je
D = (7b + 5)% — 4(6b% + 4b + 3) = 25b% + 54b + 13
a korene
~7b—-5+vD
5 .

Ak st a aj b celé ¢sla, musi byt aj VD = +(2a + 7b+ 5) celé &islo. Mozeme teda pisaf

a1 2 =

D = 25b% 4 54b + 13 = ¢,
pricom c je celé nezaporné. Rovnicu
2567 4+ 54b + 13 — ¢ = 0

opit riesime ako kvadratickd. Jej korene si

—27 £ /272 — 25 - 13 + 25¢2
25 '

bio2 =

Ak st b a ¢ celé ¢isla, musi byt /404 + 25¢2 druhou mocninou nejakého celého nezéa-
porného &isla d. Pre celé nezaporné ¢isla ¢, d teda plati d? — 25¢% = 404, cize

(d+ 5¢)(d — 5e) = 404.
Rozdiel (d 4 5¢) — (d — 5¢) = 10c¢ je parny, takze ¢isla d + 5¢ a d — 5¢ maju rovnaku
paritu. NavySe d + 5¢ = d — 5c a d+ 5¢ 2 0, takZe z rozkladov ¢isla 404 na saéin dvoch
celych cisel vyhovuje jediny, a to

d+5c=202, d—bc=2.

Odtial d = 102, ¢ = 20. Z korenov

b —27+d
SDY:
je celym c¢islom iba b = 3. Potom
—7h—-5+c
19 = ————
1,2 5 )



teda a; = —3 a a; = —23.
Danej rovnici vyhovuju dve dvojice ¢isel (a,b), a to (—3,3) a (—23,3).

Iné rieSenie. Troj¢len a?+7ab+6b? sa d4 rozlozit na stcin (a+b)(a-+6b). Poktisme
sa na st¢in rozlozit aj vyraz a® + Tab+ 6b% + 5a + 4b + ¢, pricom ¢ je vhodn4 konstanta.
Rozklad bude mat tvar

a® 4+ Tab+ 6b> + 5a + 4b + ¢ = (a + b+ z)(a + 6b + y).
Po roznéasobeni pravej strany a porovnani koeficientov pri a a b dostaneme
r+y=295, 6bxr+y=4,

¢ize

a nakoniec

26
c=zy=—7

Dant rovnicu teda modzeme postupne upravit na tvar

26 26
2 2

b b 4h — == = 3 - ==
a” + 7ab+ 6b° + ba + 95 3 95’

1 26 101
(a—l—b—g> (a—l—6b+€> ——2—5,

(5a 4 5b — 1)(5a + 30b + 26) = —101.

Kedze 5a + 50 — 1 = —1 (mod 5), 5a + 300 + 26 = 1 (mod 5), vyhovuji zo Styroch
vyjadreni ¢isla —101 v tvare sucinu dvoch celych ¢isel len dve nasledovné:
5a 4+ 5b—1=—1, ba+ 30b+ 26 = 101, a teda a = —3, b = 3;
5a+5b—1=-101, 5a +30b+ 26 =1, a teda a = —23, b = 3.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. V mnozine celych &isel vyrieste rovnicu 422 — 122y +9y? +7x — 6y — 11 =0. [t =4 —
—3n2,y=3+n—2n2 ncZ)
N2. Najdite vsetky celociselné riesenia rovnice 2x2 —4ry +3y? —z — 2y —19=10. [z = 7,
y=6rz=T,y=4zx=2,y=—-lL,e=-1,y=22=-2,y=-3; z = -2,y =1]
N3. V mnozine celyjch cisel vyrieste rovnicu

2c+1 3y-—1
+ ¥ =
y x

5.

t=y=nnc€Z—-{0};z2=3n—-2,y=2n—1,n € Z|
N4. Najdite vsetky dvojice celych &isel a, b takych, Ze stcet a + b je korefiom rovnice 22 +
+ax+b=0.la=b=0;a=0,b=-1;a=—-6,b=8;a=—6, b=29; 55-A-II-1]



2. Dand je kruznica k s priemerom AB. K lubovolnému bodu Y kruZnice k, Y # A,
zostrojme na polpriamke AY bod X, pre ktory plati |AX| = |Y B|. Uréte mnoZinu
vsetkyjch takych bodov X. (Pavel Leischner)

RieSenie. Ked Y = B, potom X = A.

Nech Y # B. Nech p je priamka prechadzajuca bodom A kolma na AB a C ten
bod priamky p leziaci v tej istej polrovine urcenej priamkou AB ako bod Y, pre ktory
plati |AC| = |AB]| (obr.1). Podla zadania plati |AX| = |BY|. Uhol AY B je podla
Télesovej vety pravy, preto |[{ABY| = 90° — |{Y AB| = |{CAX]|. Trojuholniky ABY
a CAX st teda zhodné podla vety sus. Odtial vyplyva, ze |[{CXA| = |£LAY B| = 90°.
Bod X teda lezi na Télesovej polkruznici nad priemerom AC.

Nech naopak X je Tubovolny vnitorny bod tejto polkruznice a Y prieseénik
priamky AX s kruznicou k (Y # A). Trojuholniky CAX a ABY st zhodné podla
vety usu, a preto |AX| = |BY|. Bod X teda patri do hladanej mnoziny.

Hladanou mnozinou vSetkych bodov X je zjednotenie dvoch polkruZnic nad prie-
mermi AC7 a AC5 leziacich v tej istej polrovine ako bod B; C; a (5 su body leziace
na kolmici vedenej bodom A na priamku AB, pricom |AC;| = |ACs| = |AB| (obr.2).
Bod A do hladanej mnoziny patri, body C; a Cs nie.
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Obr. 1 Obr. 2

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Nech X je lubovolny vnutorny bod strany BC Stvorca ABCD. Oznacéime P, Q pity
kolmic z bodov B a D na priamku AX. Dokazte, ze trojuholniky ABP a DAQ su
zhodné.

N2. Je dany obdiznik ABC D. Dokéazte, ze prieseénik P kruznic zostrojenych nad priemermi
AB a AD ( pricom P # A) lezi na tsecke BD.



3. Najdite najmensie prirodzené cislo k take, Ze kazdd k-prvkovd mnoZina trojcifernych
po dvoch nesudelitelngch cisel obsahuje aspori jedno prvocislo. (Pavel Novotny)

RieSenie. Na konstrukciu mnoziny po dvoch nestdelitelnych trojcifernych zlozenych
¢isel s velkym poctom prvkov mozeme vyuzif to, Ze mocniny dvoch réznych prvocisel
su nesudelitelné. Mnozina

{27,35,53, 73,112,132, 172,192,232 292, 31%}

obsahuje 11 po dvoch nesudelitelnych trojcifernych ¢isel a nie je v nej ziadne prvocislo.
Dokézeme, 7ze kazda aspon dvanastprvkovd mnozina po dvoch nesudelitelnych
trojcifernych ¢isel obsahuje prvoéislo. Kedze 372 > 1000, je kazdé zlozené trojciferné
¢islo delitelné aspon jednym prvocislom mensim ako 37. Preto sa d4 mnozina vSetkych
zlozenych trojcifernych ¢isel rozdelit na 11 podmnozin Ay, Az, As, A7, A11, A13, A1z, Aqg,
Aoz, Asg, A1, pricom A; obsahuje tie ¢isla, ktorych najmensim prvocinitelom je ¢islo i.
Kazdé dve rozne Cisla z tej istej mnoziny A; st sudelitelné. Nech mnozina B trojcifernych
po dvoch nestdelitelnych ¢isel mé aspon 12 prvkov. Keby v B boli iba zlozené ¢isla,
podla Dirichletovho principu by B obsahovala dve éisla z tej istej mnoziny A;; tieto
¢isla by ale boli studelitelné. Preto mnozina B musi obsahovat aspon jedno prvodislo.
Hladané najmensie ¢islo k je teda 12.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Najdite najmensie prirodzené ¢islo n s nasledujicou vlastnostou: Ak zvolime Tubovol-
nych n réznych ¢isel z mnoziny {1,2,...,100}, st medzi nimi dve ¢isla s rozdielom a)
11; b) 13. [a) 56; b) 53]

N2. Na vecierku je 20 Tudi. Dokéazte, Ze s medzi nimi dvaja, ktori maji medzi ostatnymi
Gcastnikmi vedierka rovnaky podet priatelov (priatelstvo je symetrické: ak A je pria-
telom B, potom B je priatelom A).

N3. Uréte najmensie prirodzené ¢islo n s nasledujtiicou vlastnostou: Ak zvolime Tubovolnych
n prirodzenych c¢isel mensich ako 2006, st medzi nimi dve také, ze podiel siactu
a rozdielu ich druhych mocnin je vicsi ako 3. [21; 55-B-1-6]

4. V lubovolnom trojuholniku ABC' oznacéme T tazZisko, D stred strany AC a E stred
strany BC. Najdite vsetky pravouhlé trojuholniky ABC' s preponou AB, pre ktoré je
stvoruholnik CDTE dotycnicovy. (Jan Mazak)

RieSenie. Konvexny stvoruholnik je doty¢nicovy prave vtedy, ked stéty dizok jeho
protilahlych stran st rovnaké.

Obr. 3



V pravouhlom trojuholniku ABC' s preponou AB ozna¢me a = |BC|, b = |AC)|
(obr. 3). Podla Pytagorovej vety plati

b\? 2
BDI = VIBCE+1COF = [+ (3 ) . 148l = /i + (3)"

KedZe tazisko trojuholnika deli faznicu v pomere 1 : 2, mame

b 2
ITD| = —|BD| aZ + 2 ITE| = ,/b2

= |EC| +|T'D|, teda

Stvoruholnik C DTE je doty¢nicovy prave vtedy,

2
__2 91 b

Ak a = b, potom rovnost platl.
Ak a > b, potom a® + 1b% > b? + 1a?, a teda

—+—\/62 < +— 2+

Podobne, ak a < b, potom

b @ e (0),

Stvoruholnik CDTE je teda dotyénicovy prave vtedy, ked je trojuholnik ABC
rovnoramenny.

VR
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~
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Iné riesSenie. Z rovnosti
b 1 a2 a 1 b\ 2
2z 2 b T T ) Z
2+3Vb+(2) 2+3\/a+(2>

3b+ V4b% + a? = 3a + / 4a? + b2,
3b — 3a = V4a? + b% — \/4b% + a?,
9% — 18ab + 942 = 5a® + 5b% — 2v/4a* + 17a2b2? + 4b4,
2a% — 9ab + 26> = —\/4a* + 17a2b? + 4%,
4a* + 81a2b* + 4b* — 36a®b — 36ab® + 8a%b* = 4a* 4 17a%b? + 4b*,

72ab* — 36a®b — 36ab® = 0,
—36ab(a — b)* =0,
a=b.

postupne vyplyva

Naopak, z rovnosti a = b vyplyva
b 1 a2 a 1 b\ >
— - 2 s — - 2 —
273 b+(2> 23 a+<2)'

Stvoruholnik CDTE je teda dotyénicovy prave vtedy, ked je trojuholnik ABC rovno-
ramenny.



NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Dokézte, ze konvexny Stvoruholnik ABCD je dotyénicovy prave vtedy, ked |AB| +
+ |CD| = |BC| + |DA].
N2. Dokézte, ze v trojuholniku ABC plati v, < w, prave vtedy, ked t, < t,. [Obe
nerovnosti st ekvivalentné s a > b.]
N3. V rovnoramennom trojuholniku ABC ma zakladiia AB dizku ¢ = 4 a rameno AC
dizku 7. Vypoéitajte dlzky faznic. [t, =t = %, te = V/45)

5. Ndjdite vietky dvojice redlnych cisel (p, q) také, Ze mnohoclen 2+ px+q je delitelom
mnohoclena z* + pz? + q. (Jozef Morav¢ik)

Riesenie. Delenim polynému x* + pz? + ¢ polynémom z2 + px + ¢ zistime, Ze plati
a* +pr® +q = (2% +pr+q)(@® —pr+p° +p—q)+ (2pg - p* —p )z +q—pPq—pe+ .

Polyném x? + px + ¢ je delitelom polynému z* + pz? + ¢ prave vtedy, ked je zvysok
(2pq —p® — p?)x + q— p*q— pq + ¢* nulovy polyném, teda prave vtedy, ak siicasne platia
rovnosti 2pg — p> — p? = 0 a ¢ — p?>q — pq + ¢> = 0. Tieto upravime na tvar

p2¢—p*—p)=0, a q(1—-p*—p+q)=0.

Ak p =0, potom ¢ = 0 alebo ¢ = —1.

Ak ¢ =0, potom p = 0 alebo p = —1.

Ak p # 0 a g # 0, potom musi platit 2¢ —p? —p=0a 1 —p? —p+q = 0. Z druhej
rovnice vyjadrime ¢ = p? + p — 1. Po dosadeni do prvej rovnice mame 2p? + 2p — 2 —
—p>—p=0aodtialp=1,g=1alebop=—-2,¢=1.

Vyhovuje teda pit dvojic (p, q), a to (0,0), (0,—1), (—1,0), (1,1), (=2,1).

Iné riesenie. Polyném 2 +px + ¢ je delitefom polynému z* + pz? + g prave vtedy,
ked existuju také realne ¢isla a, b, Ze

et +pa? +q=(2® +pr+q)(2® + ax +b) =
= z* + (a+p)a® + (b+ ap + q)z° + (bp + agq)z + bg.

Porovnanim koeficientov dostaneme podmienky

a+p=0, (1)
b+ap+q=p, (2)
bp +aq =0, (3)
bg = q. (4)

Ak ¢ =0, potom podla (3) p = 0 alebo b = 0. Dosadenim b = 0 do (2) s vyuzitim
(1) dostaneme —p? = p, a teda okrem p = 0 vyhovuje aj p = —1.

Ak g # 0, vyplyva zo (4) b = 1. Vztahy (3) a (1) potom davaja p — pg = 0, teda
p = 0 alebo ¢ = 1. V prvom pripade musi byt podla (2) ¢ = —1, vdruhom 1 —p?+1 =p
a odtial p = 1 alebo p = —2.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Dokéazte, ze pre kazdé a je polyném z* + (1 — a)a® + z2 + a delitelny polynémom
z2 —az + a.
N2. Zistite, pre ktortt hodnotu parametra a je polyném 2x3 + 422 + 2az + 9 delitelny
polynémom 22 — x — a. [a = —%]

N3. Néjdite spoloéné korene polynémov z# +22% + 22 — 9 a 2% — 322 + 42 — 3. [ £ + /13]



6. Dana je usecka AAg a priamka p. Zostrojte trojuholnik s vrcholom A a vyskou AAy,
ktorého taZisko a stred kruznice opisanej leZia na priamke p. (Eva Ridka)

RieSenie. Strana BC hladaného trojuholnika lezi na priamke ¢, ktord prechédza
bodom Aj a je kolma na vysku AAjp. Na tejto priamke lezi aj stred D strany BC.
Tazisko T je obrazom bodu D v rovnolahlosti so stredom A a koeficientom %, lezi preto
na priamke ¢, ktord je obrazom priamky g v uvedenej rovnolahlosti. Stred S opisane]
kruznice lezi na osi o strany BC, ¢iZze na priamke, ktord prechddza bodom D a je
rovnobeznd s vyskou AA, (obr.4).

A

N B

Obr. 4

Konstrukcia. Bodom Ay vedieme priamku g kolmu na tsecku AAg. Zostrojime ob-
raz ¢’ priamky ¢ v rovnolahlosti so stredom A a koeficientom % Oznacime T priese¢nik
priamky ¢’ s priamkou p a D priese¢nik priamky AT s priamkou ¢. Bodom D vedieme
rovnobezku o s AAg a jej priesecnik s priamkou p oznac¢ime S. Priese¢niky kruznice k so
stredom S a polomerom |SA| s priamkou ¢ st vrcholy B a C' hladaného trojuholnika.

Dékaz spravnosti. Usecka AAg je kolma na stranu BC, je to teda vyska trojuholnika
ABC'. Bod S leziaci na priamke p je stredom kruznice opisanej trojuholniku ABC'. Zo
zhodnosti trojuholnikov BDS a CDS (veta Ssu) vyplyva, ze D je stred strany BC.
Preto je AD taznica a T fazisko trojuholnika ABC (plati totiz |AT| = 2|AD|).

Diskusia. Ak priamka p nie je rovnobezna s uiseckou AAg ani nie je na nu kolma,
st body T a S jednoznacne uréené. V tom pripade mé tloha prave jedno riesenie (az na
oznacenie bodov B a (), pokial kruznica k pretina priamku ¢ v dvoch réznych bodoch;
ak kruznica k nepretina priamku p v dvoch réznych bodoch, nema tloha riesenie.

Ak je tisecka AAq ¢astou priamky p, nie je bod S jednoznac¢ne urceny; vyhovujt
vSetky rovnoramenné trojuholniky so zakladnou BC, ktora mé stred v bode Ay. Ak je
usecka AAy rovnobezna s priamkou p, ale nelezi na nej, nema tloha riesenie.

Ak je priamka p kolm4 na tsecku AAg, mé tloha rieSenie len vtedy, ked st priamky
q' a p totozné. To nastane vtedy, ked priamka p pretina usecku AAg v bode V, pre ktory

7



plati |AV] = 2|AgV|. V takom pripade mozeme bod T zvolit na p kdekolvek a tloha
mé nekonecne vela rieSeni.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Dokazte, ze v kazdom nerovnostrannom trojuholniku lezi ortocentrum V', tazisko T’
a stred S opisanej kruznice na jednej priamke, pricom T lezi medzi V a S a plati
|TV| = 2|ST|. (Priamka, na ktorej lezia body S, T' a V, sa nazyva Fulerova priamka.)
N2. St dané body A, D a V. Zostrojte trojuholnik ABC, v ktorom D je stred strany BC
a V priese¢nik vysok.



