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56.ro¢nik MO Riesenia tloh skolského kola kategorie B

1. Urcte vietky dvojice redlnych &isel a, b, pre ktoré je polynom x* + ax? + b delitelny
polyndmom 2 + bx + a. (Jaromir Sims3a)

Riesenie. Delenim polynému z# + az? 4 b polynémom x? + bz + a zistime, ze
z* +az® + b= (2 + bz + a)(z? — bz + b*) + (ab — b*)x + (b — ab?).

Polyném z* 4 az? + b je delitelny polynémom 22 + bx + a prave vtedy, ked je zvysok
(ab — b3)x + (b — ab?®) nulovy polyném, teda ab—b* = b(a — b?) = 0 a sticasne b — ab® =
= b(1 —ab) = 0. Ak b = 0, stt obe podmienky splnené. Pre b # 0 musi platit a — b* = 0
al—ab=0.0dtiala=0?,1-b>=0,atedaa=0b=1.

Zdver. Polyném z* 4 az? + b je delitelny polynémom x2? + bz + a prave vtedy, ked
b =0 (a a je lubovolné) alebo a = b = 1.

Iné riesenie. Polyném z* + az? + b je delitelny polynémom x2? + bx + a prave
vtedy, ked existuju také realne ¢isla p, q, ze 2t + az? + b = (22 + bx + a)(z? + pz + q).
Roznéasobenim a porovnanim koeficientov dostaneme ststavu rovnic

p+b=0, qg+bp+a=a, ap+0bg=0, aq=>.

Z prvej rovnice vyjadrime p = —b a z druhej ¢ = —bp = b?, dosadenim do tretej a stvrtej
mame —ab + b3 = 0, ab? = b. Riesenie dokonéime rovnako ako v prvom rieseni.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Za spravne uréenie zvysku pri deleni dajte 2 body. Dalsie 2 body za
ststavu rovnic ab — b3 = 0, b — ab® = 0 a 2 body za jej vyrieSenie. Podobne dajte 2 body za rovnicu

z* 4+ az? + b = (22 + bz + a)(x® + px + ¢), 2 body za ststavu p+b =0, ¢+ bp +a = a, ap + bg = 0,
aq = b a 2 body za jej vyrieSenie. Za uhadnutie riesenia b = 0 dajte jeden bod.

2. V trojuholniku ABC' oznaéme D stred strany BC, E stred strany AC a T taZisko.
Dokazte, Ze ak je strana BC dlhsia ako strana AC, md kruznica vpisand trojuholniku
BDT mensi polomer ako kruznica vpisand trojuholniku ATE. (Pavel Novotny)

Riesenie. Polomer kruznice vpisanej trojuholniku je podielom jeho obsahu a polovice
obvodu.

Trojuholniky ADE a BDFE maju zrejme rovnaky obsah, pretoze maji spolo¢nt
stranu DFE a zhodnt vysku na nu (AB a DE st rovnobezné). Rovnaky obsah teda
maju aj trojuholniky AT E a BDT, pretoze obsahy oboch trojuholnikov sa od obsahu
spomenutych trojuholnikov ligia prave o obsah ,spoloéného® trojuholnika DET (obr. 1).
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Oznac¢me p os tsecky AB. Ak je strana BC' dlhsia ako strana AC, lezi bod C
v tej istej polrovine s hrani¢nou priamkou p ako bod A. Preto v tejto polrovine lezi
aj tazisko T'. Jeho vzdialenost od bodu A je teda menS$ia ako vzdialenost od bodu B.
To znamend, ze dizka t, faznice AD je mensia ako dizka ¢, taznice BE. Trojuholnik
ATFE ma obvod 01 = %b + %tb + %ta, trojuholnik BDT méa obvod o0y = %a + %ta + %tb.
Z nerovnosti b < a a t, <1 preto vyplyva

1 1
02—01:§(a—b)+§(tb—ta)>0,

¢ize 01 < 09.
Trojuholniky AET a BDT maja rovnaky obsah a prvy z nich mé mensi obvod,
preto méa kruznica vpisana trojuholniku AFET vac¢si polomer ako kruznica vpisand

trojuholniku BDT'.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. 1 bod dajte za vyjadrenie polomeru vpisanej kruznice pomocou obsahu
a obvodu trojuholnika, 2 body za dékaz rovnosti obsahov trojuholnikov AET a BDT, 2 body za dbékaz
nerovnosti 01 < 02 a 1 bod za z toho vyplyvajicu nerovnost medzi polomermi.

n? + 15m

33000 prirodzen€ cislo.

3. Najdite najmensie prirodzené cislo n, pre ktore je podiel
(Jaromir Simsa)

Riesenie. Cislo n? + 15n = n(n + 15) m4 byt delitelné ¢islom 33000 = 23 -3 - 53 - 11.
Keby nebolo n delitelné tromi, nebolo by tromi delitelné ani ¢islo n 4 15, ¢ize ani sucin
n(n+15). Z rovnakého dévodu musi byt n delitelné piatimi, a teda aj pétnastimi. Pisme
preto n = 15k. Aby bolo ¢islo n(n+15) = 152k(k + 1) delitelné &slom 8-3-53- 11, musi
byt stucin k(k + 1) dvoch po sebe iducich prirodzenych ¢isel delitelny ésmimi, piatimi
a jedenastimi. Jeden z ¢initelov k, k& + 1 musi byt delitelny aspon dvoma z tychto troch
Cisel, takze musi byt delitelny niektorym z ¢isel 40, 55, 88. Najmensim takym ¢islom
je 40. Jedenastimi ale nie je delitelné ani ¢islo 40 ani Ziaden z jeho susedov 39, 41.
Dalsim kandidatom je é&islo 55, stcin ¢isel 5 a 11. O jednotku viésie ¢islo 56 je zase
delitelné 6smimi. Preto sucin 55 - 56 je delitelny 6smimi, piatimi aj jedenastimi; mame
teda k = 55. Hladané najmensie ¢islo je n = 15k = 825.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. 2 body dajte za dokaz toho, Ze n je delitelné pétnastimi; 1 bod za
zistenie, Ze je potrebné hladat dve po sebe iduce prirodzené ¢isla, ktorych sucin je delitelny piatimi,

O0smimi a jedendstimi; 1 bod za poznatok, Ze jedno z hladanych éisel k a k+ 1 musi byt delitelné dvoma
z Cisel 5, 8 a 11; 2 body potom za spravne urcenie najmensieho n.



