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56.ro¢nik MO Riesenia tloh krajského kola kategorie B

1. Urcte redlne &isla a, b, c tak, aby polynom x* + ax? + bx + ¢ bol delitelny polynomom
2?2 +x + 1 a pritom sicet a® + b* + % bol ¢o najmensi. (Jaromir Sims3a)

RieSenie. Delenim polynému z* + ax? + bx + ¢ polynémom z? + z + 1 zistime, Ze plati
et +ar? +brte=@ +z+ D)@ —z+a)+(b—a+ 1z + (c—a).

Polyném z* + ax? + bx + ¢ je delitelny polynémom z2 + z + 1 prave vtedy, ked je zvysok
pri deleni nulovy polyném, teda b — a + 1 = 0 a stcasne ¢ — a = 0; odtial b = a — 1,
c = a. Potom

a2+bz+02:a2—|—(a—1)2+a2:3a2—2a—|—1:3(a—%)2+§.
Tento vyraz mé najmensiu hodnotu pre a = %; Tahko dopoditame b = a — 1 = —%,
1
cC=a= 3-

Iné riesenie. Polyném z* + ax? + bx + c je delitelny polynémom x2 4 x + 1 prave
vtedy, ked existuji realne ¢isla p, ¢, pre ktoré

et +ar? +br+c= (22 + 2+ 1) (2> +pr +q).

Roznasobenim pravej strany a porovnanim koeficientov dostaneme styri rovnice p+1 =
=0,g+p+1=a,q+p=0>,q=c. Znich vyjadrime p=—-1,g=a,c=a,b=a—1
a pokracujeme ako v prvom rieSeni.

Za iplné riesenie dajte 6 bodov. Dajte dva body za rovnost z* + az? +bx +c= (2?2 + 2+ 1)(z? —z +
4+a)+ (b—a-+1)xz+ (c—a), jeden bod za vyjadrenie dvoch z nezndmych a, b, ¢ pomocou tretej z nich,

dva body za tpravu vyrazu a? + b2 4 ¢ na tvar 3a®2 —2a +1 =3 (a — %)2 + % (alebo 3 (b + %)2 + %)

a jeden bod za spravne uréenie &isel a, b, c. Podobne dajte jeden bod za rovnost z* + ax? + bz + ¢ =
= (22 +z + 1)(2? + pz + q), jeden bod za ststavu rovnic p+1=0,¢g+p+1=a,qg+p=0b, ¢ =c,
jeden bod za vyjadrenie ¢ = a, b = a — 1 a dalej ako v prvom rieSeni.

2. Dany je trojuholnik ABC so stranou BC dlzky 22cm a stranou AC dizky 19 cm,
ktorého taznice tq, t, st navzdjom kolmé. Vypocitajte dizku strany AB.
(Pavel Novotny)



Riesenie. Ozna¢me D stred strany AC, E stred strany BC a T tazisko trojuholnika
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ABC (obr.1). Ak dalej ozna¢ime 3x a 3y dizky taznic t, a t,, mame |AT| = 2z, |ET| =
=z, |BT| = 2y,|DT| = y. Podla Pytagorovej vety pre trojuholniky AT D, BET, ABT
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S¢itanim prvych dvoch rovnic dostaneme 5(z2+y%) = 1(a? +b2) a po dosadeni do tretej
rovnice mame ¢ = 4(z? +y?) = L (a®+b?). Numerlcky potom ¢ = 1(222+19?%) = 169,
a teda ¢ = 13 cm.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Jeden bod dajte za vyuzitie toho, Zze fazisko deli taznicu v pomere

1: 2, po jednom bode za pouzitie Pytagorovej vety pre trojuholniky AT D, BET, ABT a dva body za
vypocet dizky strany AB.

3. Prirodzené cislo nazveme vinitym, ak pre kazZdé tri po sebe iduce cislice a, b, ¢ jeho
dekadického zdpisu plati (a — b)(b — ¢) < 0. Dokdzte, Ze z cislic 0,1,...,9 je mozné
zostavit viac ako 25000 desatcifernijch vinitych éisel, z ktorych kazdé obsahuje vsetky
¢islice od nuly po deviatku (&islica 0 nesmie byt na prvom mieste). (Jaromir Simsa)

Riesenie. Cislice 0, 1, 2, 3 a 4 nazvime malé (skratene m), ¢islice 5, 6, 7, 8 a 9 velké
(skratene v). Pravidelnym striedanim malych a velkych éislic vznikne vzdy vlnité ¢islo.
Cisel tvaru vmvmovmuvmom je (5!)2, &sel tvaru mvmuvmuvmomo je 4 - 4! - 5! (na
prvom mieste nesmie byt 0). Tych vlnitych ¢isel, ktoré vznikna pravidelnym striedanim
malych a velkych ¢islic, je teda 5!- 5! 44 -4!-5! =9-24-120 = 25920 > 25 000.
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Pozndamka. Vetkych desatcifernych vinitych ¢isel s roznymi éislicami je 93 106.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Jeden bod dajte za poznatok, ze pravidelnym striedanim malych
a velkych ¢islic vznikne vinité ¢islo. Po dvoch bodoch za spravne uréenie poc¢tu vlnitych &isel tvaru
vmumumumum a tvaru mvmuvmuvmoumo a jeden bod za dokoncenie dokazu.

4. Je dany ostrouhly trojuholnik ABC. Pre lubovolny bod L jeho strany AB oznacme
K, M pdty kolmic z bodu L na strany AC, BC'. Zistite, pre ktoru polohu bodu L je
usecka KM najkratsia. (Jaroslav Svrcek)

Riesenie. Ked7Ze st uhly LKC a LMC pravé, lezia body K a M na Téalesovej kruznici
nad priemerom C'L (obr. 2). Podla vety o obvodovom uhle prislicha tetive KM stredovy

uhol velkosti 2, a preto |K M| = |C'L|sin+y (v pravouhlom trojuholniku KPS, kde P
je stred tsecky KM a S stred tsecky CL, je totiz |KS| = %\C’L\,|AKSP| = 7).
Usecka KM je teda najkratsia prave vtedy, ked je najkratsia tisecka CL; to nastava
prave vtedy, ked L je péta kolmice z bodu C na stranu AB.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Dva body dajte za poznatok, ze body K a M lezia na Talesovej

kruznici nad priemerom LC, dva body za dékaz rovnosti |[KM| = |LC|sin~y a dva body za z toho
vyplyvajicu polohu bodu L.



