skmo.sk

2006/2007
56.ro¢nik MO Riesenia 1loh domaceho kola kategorie C

1. Urcte vsetky dvojice prirodzenych cisel (a,b), pre ktoré plati

a+5Vb=b+ 5.

(Jaroslav Svrcek)

RieSenie. Substitiiciou m = y/a, n = v/b prevedieme rovnicu na tvar m? —n? — 5(m —
—n) = 0, odkial s pomocou vzorca pre rozdiel Stvorcov dostaneme (m—n)(m+n—5) = 0.
Takze m —n = 0 alebo m +n = 5.

V prvom pripade po spatnej substitucii zistime, ze tlohe vyhovuju vSetky dvojice
prirodzenych ¢sel a, b, pre ktoré plati b = a. V druhom dostavame \/a 4+ v/b = 5. Teda
1 < /a, Vb < 4, preto stadi postupne dosadzovat a = 1,2,. .. ,16 do vztahu

b= (5—+a)’ (1)

a zistovaf, ¢i je prisluchajtce ¢islo b prirodzené.
Dané rovnica sa nemeni zdmenou neznadmych a, b. Mézeme teda predpokladat, Ze
a < b, &o spolu s rovnostou v/a + Vb = 5 znamena, ze \/a < 2,5. Odtial a < 6,25. Preto
v/ . 7’ X . v 7’ . v . Ve )
sa staci pri dosadzovani zaoberat len hodnotami a = 1,2,... ,6 a zvysné rieSenia urcit
zamenou ¢isel a, b v ndjdenych dvojiciach.
Dévtipnejsi postup spoéiva v umocneni zatvorky na pravej strane vztahu (1)

a naslednej tprave na tvar
25+a—b
BTG @

z ktorého je zrejmé, ze ¢islo a (a vzhladom na symetriu danej rovnice aj ¢islo b) je
druhou mocninou prirodzeného ¢isla. (V opa¢nom pripade by na lavej strane rovnosti (2)
bolo raciondlne ¢islo, zatial ¢o na pravej strane iracionalne.) Potom je aj Tava strana
vztahu (2) prirodzené ¢islo mensie ako pit. Odtial vyplyva, Ze rozdiel a — b je neparny
nasobok piatich. Pri predpoklade a < b teda bud (a,b) = (4,9), alebo (a,b) = (1, 16).
Dalsie dve riesenia vzniknt zamenou &isel a, b.

Zaver. Danej rovnici vyhovuju len dvojice (a,b) = (1,16),(4,9),(9,4),(16,1)
a vSetky dvojice (a,a), pri¢om a je lubovolné prirodzené ¢islo.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Stcet druhych odmocnin prirodzenych ¢isel a, b je ¢islo prirodzené prave vtedy, ked st

¢isla a, b druhymi mocninami prirodzenych ¢isel. Dokazte.
N2. Najdite vsetky dvojice (x,y) prirodzenych ¢&isel, pre ktoré plati

yvT — 3vVr — 4y +12=0.

[RieSenim st vsetky dvojice (16,n) a (n,3), pricom n € N/
N3. Najdite vsetky dvojice a, b nezadpornych redlnych ¢isel, pre ktoré plati

Va2 +b+/02 +a=+a2+b2+Va+b

[48-C-S-1]



2. Ndjdite vietky trojuholniky, ktoré sa daji rozrezat na lichobeiniky so stranami dlZok
Iem, 1em, 1em a 2cm. (Jan Mazak)

RieSenie. Lichobezniky so stranami dlzok 1cm, 1cm, 1cm a 2cm st vietky navzajom
zhodné a skladaju sa z troch rovnostrannych trojuholnikov (obr.1la). (Zakladne kaz-
dého lichobeznika majt dve rozne dlzky, v nasom pripade to musia byt 2cm a 1cm.)
Budeme ich nazyvat zdkladné lichobezniky. Rovnostranny trojuholnik s dizkou strany

1 cm nazveme zdkladny trojuholnik.
/ N/ N /[ S INN
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Obr. la Obr. 1b

Vidime, Ze kazdy z hladanych trojuholnikov sa dé& rozrezat na koneény pocet
zédkladnych trojuholnikov. Preto st velkosti jeho vntutornych uhlov nasobkami Sestdesia-
tich stuptiov. Vnutorné uhly kazdého trojuholnika st tri a sucet ich velkosti je 180°, m4
teda zmysel hladat len rovnostranné trojuholniky. Z podmienky rozrezania na konecény
pocet zakladngch trojuholnikov dalej vypljva, ze dlzka strany hladaného trojuholnika
vyjadrend v centimetroch je prirodzené ¢islo. Ak ju oznacime a, da sa nas trojuholnik
rozrezat prave na a? zékladnych trojuholnikov. To mozno odvodif napriklad vydelenim
jeho obsahu S, = %aQ 3 a obsahu S; = %1\/§ zakladného trojuholnika. Vseobecnejsie
plati, ze dva trojuholniky, ktoré st podobné s koeficientom k, maji obsahy v pomere k2.

Obr. 2

Iné odvodenie poc¢tu zakladnych trojuholnikov v rovnostrannom trojuholniku so
stranou a centimetrov vyplyva z doplnenia trojuholnika na kosostvorec podla obr. 1b,
kde bolo zvolené a = 3. Kosostvorec je zlozeny z dvoch rovnostrannych trojuholnikov
so stranou dlzky a centimetrov. D4 sa teda rozrezat na a? kosostvorcov (jeden je
zobrazeny v pravej dolnej Gasti obr. 1b), z ktorych kazdy je zloZeny z dvoch zakladnych
trojuholnikov a ktorym tiez budeme hovorit zakladné. Odtial vyplyva, Ze rovnostranny
trojuholnik obsahuje rovnaky pocet zakladnych trojuholnikov, ako jemu prisluchajuci
kosostvorec obsahuje zdkladnych kosostvorcov.

2



Zistili sme, ze kazdy z hladanjch trojuholnikov je rovnostranny so stranou dizky
a centimetrov (a € N) a Ze je zlozeny z a? zdkladnych trojuholnikov. KedZe kazdy
zékladny lichobeznik obsahuje prave tri zakladné trojuholniky, musi byt éislo a?, a teda
aj ¢islo a, delitelné tromi. Z obr. 2 potom vyplyva, Ze kazdy rovnostranny trojuholnik
so stranou dlzky 3n centimetrov, pricom n = 1,2,..., sa di rozrezat na zékladné
lichobezniky.

Zdver. Podmienkam tlohy vyhovujt len rovnostranné trojuholniky s dizkou strany
3n centimetrov, pricom n je prirodzené ¢islo.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Dany rovnostranny trojuholnik rozdelte na: a) 18, b) 19, ¢) 20 rovnostrannych, nie
nutne zhodnych trojuholnikov. [41-Z7-1I-1]
N2. Rozdelte stvorec so stranou dizky 12 cm na tri obdlzniky s ¢o najmensimi rovnakymi
obvodmi. [49-Z6-1-2]
N3. Uréte vsetky $tvorce, ktoré sa daji bez zvysku rozrezat na T-tetramina (Gtvary ot
zlozené zo Styroch jednotkovych Stvorcov). [41-Z8-1-6]

3. Najdite vsetky prirodzené cisla, ktorych zdpis meobsahuje nulu a md nasledujicu
vlastnost: ak v riom vynechdme lubovolni c¢islicu, dostaneme cislo, ktoré je delitelom
povodného cisla. (Jaromir Sims3a)

RieSenie. Hladané ¢islo n obsahuje aspon dve cifry. Zapisme ho v tvare n = 10a + b,
pri¢om a je ¢islo, ktoré vznikne Skrtnutim poslednej cifry b ¢isla n. Podla zadania a |
| 10a + b. Odtial a | b. Nakolko vieme, Ze b # 0, musi byt a jednociferné ¢islo, takze n
je dvojciferné s nenulovymi ciframi a, b, pricom b = ka, k € N.

Ak gkrtneme cifru a v ¢isle n, zostane ¢islo b, ktoré musi delit povodné ¢islo n =
= 10a + b, z ¢oho postupne dostavame b | 10a, ka | 10a, k | 10 a odtial k € {1,2,5}.
Dosadenim do b = ka dostaneme tri mozné pripady b = a, b = 2a a b = 5a a v kazdom
z nich Tahko ur¢ime vyhovujtce dvojice cifier a, b. Tak zistime, ako musia hladané ¢isla
n = 10a + b vyzerat.

Zaver. RieSenim ulohy su ¢isla 11, 12, 15, 22, 24, 33, 36, 44, 48, 55, 66, 77, 88 a 99.
Skuskou sa presvedcéime, ze vSetky vyhovuji podmienkam tlohy.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Najdite vsetky celé ¢isla od 1 do 1000000, ktoré sa skrtnutim prvej Cislice 73-krat
zmens§ia. [9125, 91250, 912 500; 45-Z7-1-3]

N2. Pred dané trojciferné ¢islo napiSeme jeho osemndasobok. Vznikne Sestciferné alebo
sedemciferné ¢islo. (Napriklad pre ¢islo 103 vznikne éislo 824 103.) Ukazte, Ze vzniknuté
¢islo je vo vSetkych pripadoch delitelné aspori tromi réznymi prvodéislami. [41-Z8-111—
3]

4. Dany je lichobeznik ABCD so zakladnami AB a CD. Oznacme E stred strany AB,
F stred usecky DE o G priesecnik useciek BD a CE. Vyjadrite obsah lichobeznika
ABCD pomocou jeho vijsky v a dizky d usecky FG za predpokladu, Ze body A, F, C
leZia na jednej priamke. (Jan Mazak)

Riesenie. Podla zadania st uhly EFD a AFC priame, takze (obr. 3)

|{CDF|=|LAEF| (striedavé uhly),
|{CFD|=|£AFE| (vrcholové uhly).
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Obr. 3

Navyse bod F rozpoluje tisecku DE, preto |DF| = |EF| a trojuholniky CDF
a AE'F st zhodné podla vety usu. Odtial vyplyva, ze |CD| = |AFE|, ¢o spolu s rovnostou
|AE| = |EB]| vedie k zaveru, ze EB a DC su dve zhodné a rovnobezné tsecky. To
znamena, ze Stvoruholnik FBCD je rovnobeznik. Priesecnik GG jeho uhlopriecok preto
rozpoluje kazda z nich. Body F' a G su stredy stran AC, EC trojuholnika AEC, takze
usecka F'G je jeho strednou prieckou a |AFE| = 2|FG|. Preto

|AB| =2|AE| =4d a |CD|=|AE| = 2d.

Obsah lichobeznika ABCD je S = (|AB| + |CD|)v = 3dv.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. V konvexnom stvoruholniku ABCD oznac¢me K, L, M a N postupne stredy stran
AB, BC, CD a DA. Dokazte, ze stvoruholnik KLM N je rovnobeznik. Pre ktoré
stvoruholniky ABCD je KLM N stvorec?
N2. Zostrojte lichobeznik, ak st dané dizky 9cm a 12 cm jeho uhlopriecok, dizka 8 cm jeho
strednej priecky a vzdialenost 2 cm stredov uhlopriecok. [50-C—I1-2]

5. Zistite, pre ktoré prirodzené c¢islo n je podiel

33000
(n—4)(n+1)

a) ¢o najvicsie, b) ¢o najmensie prirodzené ¢islo. (Eva Ridka)

RieSenie. Plati 33000 =1-2-2-2-3-5-5-5-11a (n+1) — (n — 4) = 5. KedZze pre
kazdé prirodzené n je hodnota n + 1 kladnd, dany podiel je kladny len vtedy, ked je
kladna aj hodnota n — 4, odtial n = 5.

a) Pre kazdé prirodzené n = 5 plati n —4 =2 1 an+ 1 = 6, preto je najvicsia
hodnota daného podielu rovnd 33000 : (1-6) = 5500 a dostaneme ju pre n = 5.

b) Pri hladani najmensieho podielu ozna¢me a, b ¢isla n+ 1, n — 4 v poradi, ktoré
eSte upresnime. Predpokladajme najskor, ze rozklad ¢isla ab na stcin prvocinitelov
obsahuje prvocisla 11 a 5. Potom st a, b po sebe idtice nasobky piatich a prave jedno
z nich, dajme tomu a, je ndsobkom ¢isla 55.

Uvazujme najskor a = 55. Z dvoch moznych hodnét b = 50 a b = 60 vyberieme tu

.....
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n+ 1 =60 (alebo z rovnosti n — 4 = 55) prislicha n = 59 a skimany podiel je potom
rovny ¢islu 10.

Pre a = 110 (resp. a = 165) nie je ¢islo 33000 delitelné ziadnym zo susednjch
nasobkov piatich, teda ¢islami 105 a 115 (resp. 160 a 170).

Pre dalsie (viicsie) nasobky a ¢isla 55 dostavame ab = 215 - 220 > 33 000.

Ak rozklad ¢isla ab na sté¢in prvocinitelov neobsahuje prvoéislo 11 alebo prvoéislo 5,
je skimany podiel (ak je celociselny) delitelny ¢islom 11 resp. ¢islom 125, takze je to

.....

Zaver. Najvacsia hodnota daného podielu je 5500 pre n = 5 a najmensia je 10 pre
n = 59.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Z (nie nutne vsetkych) cifier 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9 utvorte ¢o najvicsie ¢islo s roznymi
ciframi tak, aby bolo delitelné ¢islom 72. [98 653 104; 42-Z6-1-2]
N2. V ¢isle 71 839 664 518 nahradte niektoré cifry stvorkami tak, aby vzniklo ¢o najmensie
¢islo delitelné ¢islom 18. [41 434 444 548; 48-Z7-1-1]

6. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC, v ktorom D je pdita vysky z vrcholu C a V
priesecnik vysok. Dokdzte, Ze |AD| - |BD| = |AB| - |V D| prdve vtedy, ked |CD| = |AB].
(Jaroslav Zhouf)

RiesSenie. Pri oznaceni podla obr. 4 dostaneme

|{ADV| = |{CDB| = 90°,
|{VAD| = |{BAE| = 90° — 3 = |{BCD|.

C

A

Obr. 4

Trojuholniky ADV a CDB st teda podobné podla vety uu. Z tejto podobnosti

vyplyva
|AD| B |V D|

|CD| — |BD|

aodtial |AD|-|BD| = |CD|-|V D|. Zdoéraznime, Ze tato rovnost plati pre kazdy ostrouhly
trojuholnik ABC'. Vztah |AD| - |BD| = |AB| - |V D| zo zadania tlohy teda plati prave
vtedy, ked |CD| = |AB|.




NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Uhlopriecky konvexného stvoruholnika ABC D sa pretinaju v bode F. Dokazte, ze
strany BC a AD sa rovnobezné prave vtedy, ked |AF| - |BE| = |CE|-|DE]|.

N2. Nech V je prieseénik vysok trojuholnika ABC a A’, B’, C' su pity jeho vysok
z vrcholov A, B, C. Dokazte, ze |AV|]-|A'V| = |BV|-|B'V|=|CV]-|C'V].

N3. Nech AC je dlhsia uhlopriecka rovnobeznika ABCD a body E a F st pity kolmic
z vrcholu C na priamky AB a AD. Dokazte, ze |AB| - |AE| + |AD| - |AF| = |AC|?.
[Navod: Oznacte G pétu kolmice z bodu B na tsecku AC a dokazte najskor podobnost
trojuholnikov ABG, ACE a podobnost trojuholnikov CBG, ACF']




