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56.ro¢nik MO Riesenia tiloh skolského kola kategorie C

1. Urcte pocet véetkijch Stvorcifernych prirodzenych cisel, ktoré siu delitelné Siestimi
a v ich zapise sa vyskytuju prdve dve jednotky. (Pavel Leischner)

RiesSenie. Aby ¢islo bolo delitené Siestimi, musi byt parne a mat ciferny stucet delitelny
tromi. Oznac¢me teda b ¢islicu na mieste jednotiek (t4 musi byt parna, b € {0,2,4,6,8})
a a tu dislicu, ktord je spolu s éislicami 1, 1 (a # 1) na prvych troch miestach
Stvorciferného ¢&isla, ktoré spliia poziadavky tlohy.

Aby bol sucet ¢islic a + 1+ 1+ b takého ¢isla delitelny tromi, musi ¢islo a + b davat
po deleni tromi zvysok 1. Pre b € {0,6} tak mdme pre a moznosti a € {4,7} (a # 1),
pre b € {2,8} mame a € {2,5,8} a konec¢ne pre b = 4 méme a € {0, 3,6,9}. Pre kazdé
zvolené b a zodpovedajice a # 0 st zrejme tri moznosti, ako ¢islice 1, 1 a a na prvych
troch miestach usporiadat, to je spolu (2-2+2-3+3) -3 = 39 moznosti, pre a = 0 (ked
b = 4) potom st len dve moznosti (¢islica nula nemoéze byt prva ¢islica Stvorciferného
Cisla).

Celkom existuje 41 tvorcifernych prirodzenych ¢isel, ktoré spliiaji podmienky
ulohy.
Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 3 body za vyuzitie poznatku, Zze posledna ¢&islica musi byt
parna. Pokial vSak niekto rozoberie vSetkych 81 pripadov zostavajucich dvoch ¢islic a k nim spravne

ur¢i pocet vyhovujucich ¢isel, mé tiez narok na 6 bodov. Pri popisani efektivneho postupu za pripadné
aritmetické chyby pri urceni konecného poctu nestrhavajte viac ako 2 body.

2. Kruznica k so stredom S je opisand pravidelnému Sestuholniku ABCDEF. Dotyc-
nica v bode A ku kruznici k pretina priamku SB v bode K a dotycnica v bode B pretina
priamku SC v bode L. DokdZte, Ze stvoruholniku KLCB sa dd opisat kruZnica, ktord
je zhodnd s kruznicou k. (Jaroslav Zhouf)

Riesenie. Doty¢nica ku kruznici £ v bode A je kolmé na priemer AD, a teda aj na
stranu BC daného Sestuholnika (obr.1). Zaroven priamky SB a AB zvieraju s BC
Sestdesiatstuptiovy uhol, takZze st simerne zdruzené podla osi BC. Bod K je preto
sumerne zdruzeny s bodom A podla osi BC.
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Obr. 1



Podobne doty¢nica BL je kolmé na BS, takze zviera s priamkou BC uhol 30°
rovhako ako priamka BD. Priamka BL je teda stmerne zdruzena s priamkou BD
podla osi BC. Aj priamky SC a C'D st stimerne zdruzené podla osi BC, takze bod L
je podla tejto osi simerne zdruzeny s bodom D.

Dostali sme tak, ze Stvoruholnik K LCB je stimerne zdruzeny s lichobeznikom
ADCB, ktorému je opisand kruznica k. Vrcholy Stvoruholnika K LCB preto lezia
na kruznici stimerne zdruzenej s kruznicou k podla osi BC. Tym je tvrdenie tlohy
dokézané.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za rozhodnutie riesitela dokazovat hypotézu o zhodnosti
stvoruholnikov ABC D a K LC B. Pri vyuziti osovej simernosti dajte 2 body za dékaz zdruzenosti bodov
A, K a 2 body za zdruzenost bodov D, L. Namiesto simernosti mozno dokazovat zhodnost prislusnych

trojuholnikov. MoZno tieZ najskor zostrojit obrazy A’, D’ vrcholov A a D v stimernosti podla osi BC
a potom ukézat, ze A’ = K a D' = L.

3. Urcte vsetky dvojice (a, b) prirodzenych ¢isel, ktorych rozdiel a—b je piatou mocninou
niektorého prvocisla a pre ktoré plati a — 4vVb = b+ 4V a. (Jaroslav Svréek)

RieSenie. Z rovnosti a — 4vb = b + 4v/a vyplyva rovnost a — b = 4(\/5 + \/l_)) Kedze
0 b= (Va—Vb)(Va+ Vi),

dostavame po vydeleni kladnym ¢&islom va + v/b rovnost

Va— Vb =4, (1)

Va=Vb+4. (2)

Jej umocnenim vyjde a = b + 16 + 8vb. Kedze ¢islo » = 8v/b musi byt celé, je v/b
racionalna odmocnina prirodzeného ¢isla, takze b = n? pre vhodné prirodzené éislo n.
Z rovnosti (2) tak madme a = (n+4)2aa—b=(n+4)? —n?=23(n+2). Cisloa — b
je teda piatou mocninou prvoéisla len vtedy, ked n + 2 = 22, ¢&ize n = 2.

Jedinou vyhovujicou dvojicou (a,b) je dvojica (36,4).

Pozndmka. Ked si po odvodeni vztahu (1) uvedomime, Ze v zatvorke na pravej
strane rovnosti a — b = 4(va + Vb) je kladné racionélne, a teda prirodzené &islo,
vidime, Ze musi platit a — b = 2°. Pre odmocniny v/a, v/b tak dostaneme ststavu dvoch
rovnic

Va+ Vb =38,
Va—Vb=4,

ktorych séitanim vyjde va = 6 a odé&itanim vb = 2.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Poznatok, ze odmocnina z prirodzeného &isla je bud iracionélne, alebo
prirodzené ¢islo, nie je nutné dokazovat (poz. aj prvi pomocna tlohu k 1. tlohe doméceho kola).



