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1. V rovine su dané€ dva rozne body L, M a kruZnica k. Zostrojte trojuholnik ABC
s ¢o najvicsim obsahom tak, aby jeho vrchol C' lezal na kruznici k, bod L bol stredom
strany AC a bod M stredom strany BC'. (Pavel Leischner)

Riesenie. Pri rozbore uvazujme Iubovolny trojuholnik ABC' s vrcholom C' na kruz-
nici k, ktorého strany AC, BC' maju stredy postupne v bodoch L, M (obr.1). Kedze
LM je strednou prieckou takého trojuholnika, je jeho obsah rovny stvornasobku obsahu
trojuholnika LM C. Tento trojuholnik mé& pevna stranu LM, takze jeho obsah je
najvacsi prave vtedy, ked je najvicsia jeho vyska z vrcholu C, teda vzdialenost d bodu C'
od priamky p urcenej bodmi L, M.

Obr. 1

Dodajme, Zze namiesto porovnania obsahov trojuholnikov ABC' a LMC déjdeme
k rovnakej podmienke aj takto: trojuholnik ABC mé stranu AB pevnej dlzky ¢ =
= 2|LM]| a vysku v. = 2d. Preto je jeho obsah %cvc rovny 2|LM]| - d, takze je najvacsi
mozny, ked je taka vzdialenost d.

Pre ktory bod C € k je vzdialenost d najvic¢sia? Vedme bodom C priamku ¢
rovnobeznu s priamkou p. Ak je vzdialenost d najvic¢sia mozné, musi celd kruznica k
lezat v rovnakej polrovine s hrani¢nou priamkou ¢ ako priamka p (volbou bodu C €
€ k vnutri opacnej polroviny by sme vzdialenost d zvicsili). Priamka ¢ je preto nutne
doty¢nicou kruznice k£ (rovnobeZznou s danou priamkou p) a bod C je jej dotykovym
bodom.

Odtial uz vyplyva konstrukcia: bod C' uréime ako ten z dvoch priese¢nikov kruz-
nice k s kolmicou na priamku p vedenou stredom S kruznice k, ktory ma od priamky p
Body A, B potom zostrojime ako obrazy bodu C' v siimernosti podla stredu L, resp. M.

Diskustia. Doty¢nice kruznice k rovnobezné s priamkou LM maja od tejto priamky
dve rozne vzdialenosti prave vtedy, ked stred S kruznice k na priamke LM neleZt;
vtedy mé tloha jediné rieSenie. V opac¢nom pripade, ked stred S na priamke LM lezi,
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mé uloha dve riesenia.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 3 body za ndjdenie podmienky maximalnej vzdialenosti C
od LM, 2 body za postup konstrukcie a 1 bod za spravne urcenie oboch moznjych poctov rieseni.
Intuitivne jasné uréenie najvzdialenejSicho bodu kruznice k od priamky LM nie je nutné zdévodiiovat
(treti odstavec uvedeného riesenia).

2. Nech p, q, r su prirodzené€ cisla, pre ktoré plati p 4+ r/p+ q+ q¢ = 2007.
a) Urcte, aké hodnoty moze nadobidat sicet p+ q + r.
b) Urcéte pocet vsetkych usporiadanych trojic (p,q,r) prirodzenych cisel, ktoré
vyhovuju danej rovnici.
(Jaroslav Svréek)

RieSenie. a) Ak spliiaju prirodzené ¢isla p, ¢, r dant rovnicu, dostaneme z nej vyjad-

renie
2007 —p—gq
vVp+q= —"—"7",

takze cislo \/p + ¢ je racionalne, a teda celé (odmocnina z prirodzeného ¢isla je totiz
bud ¢islo celé, alebo ¢islo iracionalne). Preto z rovnosti

2007 =p+rvptatap+a+rvpta=vpta(Vp+a+r)

dostavame rozklad ¢isla 2007 na dva celociselné cinitele \/p + q a \/p + g+, pre ktoré
zrejme plati

1<vp+qg<Vp+qg+r.

Z rozkladu na prvoéisla 2007 = 32 - 223 vidime, Ze st mozné iba dva pripady, ktoré
prehladne zapiSeme do schémy:

VPtaq Vpt+q+r p+q T p+q+r
3 669 — 9 666 — 675
9 223 81 214 295

Mozné hodnoty stétu p + ¢ + r su teda iba dve ¢isla: 675 a 295. (Konkrétne trojice
(p,q,7), ktoré to dokazuji, nebudeme uvadzat, pretoze priamo ur¢ime v ¢asti b) ich
pocet.)

b) Rovnost p + ¢ + r = 675 nastane prave vtedy, ked bude trojica (p,q,r) spliiat
podmienky p+ ¢ = 9 a r = 666; takych trojic je prave tolko, ako dvojic (p, q), pre ktoré
p+q =29, teda 8.

Rovnost p + ¢ + 7 = 295 nastane prave vtedy, ked bude trojica (p,q,r) splhat
podmienky p + ¢ = 81 a r = 214; takych trojic je prave tolko, ako dvojic (p,q), pre
ktoré p + g = 81, teda 80.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 5 bodov za ¢ast a) a 1 bod za ¢ast b). Za cast a) rieSenia dajte
len 3 body, ak chyba v inak iplnom postupe zdévodnenie, preco je hodnota /p + g celé Cislo.



3. Rovnoramennému lichobezniku ABC D so zdkladriami AB, CD sa dd vpisat kruZnica
so stredom O. Urcte obsah S lichobeznika, ak si dané dizky useciek OB a OC.
(Pavel Leischner)

Riesenie. Oznac¢me postupne K, L, M, N body dotyku vpisanej kruznice so stranami
AB, BC, CD, DA (obr.2). Kedze ABCD je rovnoramenny lichobeznik, jeho vntutorné
uhly pri vrcholoch A, B, C, D maju postupne velkosti «, «, 180° — a a 180° —

Obr. 2

— a. Usecky OA, OB, OC, OD leziace na osiach tychto uhlov preto spolu so Styrmi
navzajom zhodnymi tseckami OK, OL, OM, ON rozdeluju cely lichobeznik na osem
pravouhlych trojuholnikov, ktoré sa zhoduju v jednej odvesne a maju ostré vnutorné
uhly %a a 90° — %a. Tychto osem trojuholnikov mozno preto rozdelit na dve Stvorice
zhodnych trojuholnikov: jednu z nich tvoria trojuholniky OAK, OAN, OBK, OBL
a druht trojuholniky OCL, OCM, ODM a ODN. Odtial vyplyva, Ze obsah S licho-
beznika ABC'D je rovny stvornasobku siuc¢tu obsahov trojuholnikov OBL a OCL, teda
Stvornasobku obsahu trojuholnika O BC'. Podla vnutornych uhlov pri vrcholoch B a C
vidime, Ze trojuholnik OBC' je pravouhly s odvesnami OB a OC, takze méa obsah
1|OB| -|0C| a hladany celkovy obsah S je S = 2|0OB| - |0C].

Poznamka. Mala obmena casti predchadzajiceho postupu: ak je O stred kruznice
vpisanej doty¢nicovému Stvoruholniku ABC D, je Tahké ukézaf, Ze jeho obsah je rovny
dvojnasobku staétu obsahov trojuholnikov OAB a OCD rovnako ako trojuholnikov

OBC a ODA. Ostatné dva trojuholniky st pri nasom rovnoramennom lichobezniku
ABCD zhodné.

Iné riesenie. Pre vysku v a strany a, b, ¢, d lichobeznika ABCD s vpisanou
kruznicou k(O, r) platia rovnosti v = 2r a a+c = b+d. Z prvej z nich vyplyva, Ze stred O
leZi na strednej priecke lichobeznika, ktorej dizka %((H—c) je podla druhej rovnosti rovné
%(b + d). V nasom pripade vSak plati b = d, takze strednd priecka je zhodna s oboma
ramenami a bod O je jej stredom, lebo rovnoramenny lichobeznik je osovo stimerny.
Spolu dostavame, ze bod O lezi na kruznici zostrojenej nad priemerom BC, a preto
je OBC pravouhly trojuholnik s obsahom %|OB | - |OC]. Jeho vyska na preponu BC
je vsak polomerom r vpisanej kruznice k, takze obsah trojuholnika OBC' je tiez rovny
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b 7. Porovnanim oboch vyjadreni dostaneme rovnost |OB|-|OC| = b-r. Pre hladany
obsah S nasho lichobeznika preto plati

S:a;C-v:b-2r:2-|OB|~]OC\.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho pri prvom postupe 3 body za zdévodnenie, ze dany lichobeznik
je zlozeny z dvoch Stvoric zhodnych trojuholnikov, alebo za rovnost typu Spoap + Socp = Soc +
4+ Sopa. Za hlbsi poznatok S = 4 - Sppc uz dajte 4 body. 1 bodom ocertite zistenie, ze OBC je
pravouhly trojuholnik, rovnako ako postup, ked riesitel iba rozdeli dany lichobeznik na $tyri dvojice
zhodnych trojuholnikov a dalsi pokrok v tivahach o ich obsahu nedosiahne.

4. Uréte najvicsie dvojciferné cislo k s nasledujicou vlastnostou: existuje prirodzené
¢islo N, z ktorého po Skrtnuti prvej cislice zlava dostaneme ¢islo k-krdt mensie. (Po
Skrtnuti cislice moZe zdpis c¢isla zac¢inat jednou ¢i niekolkymi nulami.) K uréenému
cislu k potom ndajdite najmensie vyhovujice c¢islo N. (Jaromir Sims3a)

Riesenie. Lubovolné m-ciferné prirodzené ¢islo N s prvou ¢islicou ¢ méa vyjadrenie
N = c¢-10™ + x, pricom x je prave to Cislo, ktoré dostaneme z ¢isla N po skrtnuti prvej
¢islice c. Podla zadania ma platit N = c¢-10™ + z = kax, ¢ize ¢- 10™ = (k — 1)z. Cislo
k — 1 teda musi byt delitefom ¢isla ¢ - 10™, ktoré ma vsak iba jednociferné prvocinitele:
prvocisla 2, 5 a prvocinitele z rozkladu ¢islice ¢. Budeme preto postupne testovat na
prvocinitele ¢isla k — 1 pre najvicsie dvojciferné k:

> k=299: k—1=98=2-72 nevyhovuje, lebo 7% { c- 10™.

> k=98 k —1 =97 nevyhovuje, lebo 97 je dvojciferné prvocislo.

> k=97 k—1= 96 = 2°-3 vyhovuje, lebo napriklad 2°-3 | ¢-10™ pre ¢ = 3 a m = 5;

aby sme dostali mensie NV, mozeme vSak zvolif mensie m =4ac=3-2=06 (iné c

pre m = 4 nevyhovuje). Pre m < 3 uz vzfah 2% -3 | ¢- 10™ neplati pre ziadnu

nenulov ¢islicu c.

Hladané najvicsie dvojciferné k je teda 97. Podla predchadzajicej diskusie uréime
najmensie vyhovujice N, ktorému prislicha m = 4, c =6 a x = 6 - 10* : 96 = 625,
takze N = 6 - 10* + 625 = 60 625.

Odpoved. Hladané k je rovné 97 a najmensie vyhovujice N je 60 625.

Za 1tplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 3 body za vSeobecné zistenie, ze ¢islo k — 1 musi byt delitelom
sté¢inu nenulovej éislice a mocniny ¢isla 10. Za tplné treba povazovat aj rieSenie, ked st vylucené
hodnoty k = 99, k = 98 oddelenymi postupmi a pre hodnotu k = 97 je urené (nie vSak uhadnuté)
najmensie vyhovujice N. Pri inak Gplnom rieseni, ked je pre k = 97 uvedené sice vyhovujice, nie vSak
najmensie mozné N (napriklad N = 303 125), dajte 5 bodov.



