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55.ro¢nik MO Riesenia tiloh domaceho kola kategorie A

1. V obore redlnych cisel rieste rovnicu
V2(sint + cost) = tg® t + cotg® t.
(J. Svréek)

Riesenie. Z vlastnosti funkcii tangens a cotangens vyplyva, ze t # k - %7?, kde k je
Tubovolné celé ¢islo. Oznac¢me dalej

L = /2(sint + cost) a P =tg®t + cotg® t.

Vzhladom na periodickost funkcii sin, cos, tg, cotg sta¢i rozobrat nasledujice pripady.
>t e (0, %7‘(’)1 Pre kazdé také ¢ platia nerovnosti

sint+cost<vV2 a  tgdt+cotgPt=tgit+ > 2.

tg3t
Rovnost v kazdej z nich nastéva prave vtedy, ked t = iw. Dostavame tak odhad

L<V2-V2=2<P

Odtial vyplyva L = P = 2 a jediné redlne ¢islo ¢ z uvazovaného intervalu (0, 37),
ktoré danej rovnici vyhovuje, je t = %7‘(’.
> te (%7‘(, m): Pre kazdé také ¢ platia v tomto pripade nerovnosti

sint + cost > —1 a tg®t + cotgdt < —2.
Pre Iubovolné t z uvazovaného intervalu potom platia odhady
L>—-V2>-22>P,
¢o znamena, ze v tomto pripade dana rovnica nema ziadne realne riesenie.

>t € (m, %7‘(): Pre Tubovolné t z uvazovaného intervalu platia v tomto pripade

nerovnosti
—V2 <sint+cost < —1 a tg®t + cotg3t = 2.
Odtial
L<—V2<2<P

a teda ani v tomto pripade dana rovnica nema ziadne realne rieSenie.
>t e (%7?, 27): Podobne ako v druhom pripade pre Iubovolné ¢ z uvazovaného
intervalu platia nerovnosti

sint 4+ cost > —1 a tg®t + cotgdt < —2.

Preto
L>—-V2>-2>P,
¢o znamena, ze ani v tomto pripade neméa dana rovnica ziadne realne rieSenie.

Zdver. Vzhladom na periodickost uvazovanych goniometrickych funkcii st rieSenim
danej rovnice vsetky realne ¢isla ¢ tvaru

1
t=— 2k
47T+ T,

kde k je Tubovolné celé ¢islo.



NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Dokézte nerovnost |sint + cost| 5 v/2. [Ukézte, Ze sint + cost = ﬂsin(iw +t).]
N2. Dokéazte, ze pre lubovolné prirodzené n a pre Tubovolné t € (0, %w) plati tg™t +
+ cotg™ t = 2. [Stadi si uvedomit znamu nerovnost z + 1/z = 2.
N3. Ak pre nenulové redlne cisla z, y, z plati

1 1 1
(w+y+z)(f+f+f) =1,
x Yy oz
tak zy + yz + zz < 0. Dokéazte. [42—-A-11-3]
N4. V obore realnych cisel rieste sistavu nerovnic

sinz + cosy = \/5,
siny + cosz = V2,
sinz + cosz = V2.

[50-A—1-4]

2. Nech ABCD je tetivovy stvoruholnik s navzdjom kolmymi uhloprieckami. Oznacme
postupne p, q kolmice z bodov D, C na priamku AB. Dalej oznacme X priesecnik
priamok AC a p a'Y priesecnik priamok BD a q. Dokazte, Ze XY CD je kosostvorec
alebo Stvorec. (E. Kovac)

RieSenie. Ozna¢me R priese¢nik uhloprie¢ok daného Stvoruholnika a pre jednoduchost
tiez o, ¥ velkosti uhlov CDR a DCR (obr.1). Pretoze uhlopriecky si na seba kolmé,
plati ¢ + ¥ = 90°. Vzhladom na to, Ze oba vrcholy B, C lezia v rovnakej polrovine

D
¥
D
AR YN o
X ~_ A
~
~
~
N\
Y,
B
Obr. 1
urcenej tetivou AD, mame z rovnosti prislusnych obvodovych uhlov |[{ABD| = 1.

A pretoze DX je kolmé na AB, plati tiez |[{XDB| = ¢. To znamend, Ze trojuholnik
XCD je rovnoramenny so zakladiiou X C. Uplne rovnako viak zistime, ze aj trojuholnik
YCD je rovnoramenny so zadkladiiou Y D. Odtial uz zrejme vyplyva, ze XYCD je
kosostvorec alebo stvorec.

Iné riesenie. Vyuzijeme nie celkom bezne znamy poznatok, Ze bod simerne
zdruZeny s prieseénikom vySok daného trojuholnika podla jeho Iubovolnej strany lezi
na kruznici trojuholniku opisanej (poz. ndvodnu tlohu).
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Ozna¢me R priesec¢nik uhloprieéok daného $tvoruholnika. Podla podmienok tlohy
je X priesecnik vysok trojuholnika ABD a Y priesecnik vysSok trojuholnika ABC.
PodTla predchédzajiceho tvrdenia je bod C obrazom bodu X s osovej siimernosti podla
priamky BD, takze R je stred tsecky XC'. Analogicky je R stred tsecky Y D. Pretoze
XC a YD st na sebe kolmé, je XY CD kosostvorec alebo Stvorec.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Bod stimerne zdruzeny s priese¢nikom vysok daného trojuholnika podla jeho Iubovolnej
strany lezi na kruznici trojuholniku opisanej. Dokazte. [Uhly ACC’ a ABC’ s zhodné
obvodové uhly nad spolo¢nou tetivou AC (obr.2) a maju velkost 90° — «, ¢o je aj
velkost uhla HBA.]

C

A& \/ B
C/
Obr. 2

N2. Nech obe tsecky spajajiace stredy protilahlych stran konvexného stvoruholnika ABC D
maja rovnaku dizku. Dokézte, ze uhlopriecky AC a BD st navzijom kolmé a Ze plati
rovnost

|AB|? + |CD|? = |BC|* + | DAJ?.
[47-B-S-2]

N3. Nech ABCD je lichobeznik (AB || CD), ktorého uhloprie¢ky st navzijom kolmé.

Dokézte nerovnost |AB| + |CD| < |BC| + |DA]|. [46-B-11-3]

3. Postupnost (a,)32, nenulovych celych ¢isel md ti vlastnost, Ze pre kazdé n = 0 plati
Gnt1 = Qp — by, kde b, je cislo, ktoré ma rovnaké znamienko ako cislo a,,, ale opacné
poradie ¢islic (zapis ¢isla b, moZe na rozdiel od zdpisu ¢isla a, zacinat jednou alebo

viacerymi nulami). Napriklad pre ag = 1210 je a; = 1089, ay = —8712, ag =
=—6534, ...

a) Dokdzte, Ze postupnost (a,) je periodicka.

b) Zistite, aké nagmensie prirodzené c¢islo moze byt ag. (T. Jurik)

RieSenie. a) Aby sme dokazali, Ze uvazovana postupnost (a,) je periodicka, staci
ukézaf, Ze existuju prirodzené cisla ng a p také, Ze ap,4+p = ap,. Pretoze dalsie ¢leny
postupnosti st danym rekurentnym vztahom jednoznacne uréené, bude uz pre kazdé
n = ng platit a,+, = a, (postupnost bude periodicka s dlzkou periédy p).

Cislo ap41 = a, — b, mé vSak najviac tolko ¢islic ako é&islo a,. To je napriklad
vidno z nerovnosti |a — b| < max(|al,|b|). Ak ma teda prvy ¢len postupnosti k éislic,
budt vsetky ostatné ¢leny postupnosti patrit do kone¢nej mnoziny najviac 2(10% — 1)
nenulovych celych ¢isel. PretoZze postupnost je nekonecénd, musi obsahovat aspon dva
rovnaké ¢leny. Odtial vyplyva, Ze uvazovand postupnost je periodicka.
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b) PretoZe uvazovana postupnost je nenulovd, nemdze byt jej ¢lenom Ziadne palin-
dromické ¢&islo (¢islo, ktoré , precitame” rovnako spredu aj zozadu), Specialne teda ani
¢islo jednociferné.

Predpokladajme najskor, ze ¢lenom uvazovanej postupnosti je dvojciferné cislo
ap = ab = 10a-+b, pre ktoré a; = 9(a—b). Vidime, Ze vietky dalsie ¢leny (hlavne teda tie,
ktoré sa budu periodicky opakovat) musia byt delitelné deviatimi. Staci preto rozobrat
vSetky dvojciferné nasobky deviatich 18, ... ,99. Ako lahko zistime podla nasledujtcej
schémy,

81

18

63

pre kazdé také ¢islo sa medzi ¢lenmi po chvili objavi jednociferna deviatka. To znamena,
7e uvazovani postupnost nemédze obsahovat ani dvojciferné éisla. (Cisla v schéme
st v absolitnej hodnote, pretoze prislusnd zmena znamienka nema na prave ziskany
vysledok vplyv.)

Predpokladajme dalej, Ze ¢lenom uvazovanej postupnosti je trojciferné ¢islo ag =
= abc = 100a + 10b + ¢, pre ktoré a; = 99(a — ¢). Opit staci preskimat len trojciferné
nasobky ¢isla 99, t.j. 198,...,990. Podobne ako v predchadzajicom pripade podla
nasledujucej schémy

891

zistime, ze pre také cisla sa medzi ¢lenmi postupnosti nakoniec objavi dvojciferné
¢islo 99. Postupnost teda nemoze obsahovat ani trojciferné ¢isla.

Pretoze pre stvorciferné ¢islo ag = abed = 1000a + 100b + 10c + d dostavame
a; = 999(a — d) + 90(b — c¢), zistime opéf, ze prvych desat najmensich (pre ktoré je
v prislusnom desiatkovom zépise b = ¢) ¢lenom uvazovanej postupnosti byt nemoze:
pre ¢isla 1000 a 1002 dostaneme priamo |ai| = 999, ¢islo 1001 je palindromické a pre
¢isla 1003,...,1009 dostaneme podla analogickej schémy

8991
T
1998/’6993\2997
3996 — 4995

499
92— =999
994

po niekolkych krokoch trojciferné ¢islo 999. Pre nasledujice Stvorciferné ¢islo 1010
dostaneme trojciferné ¢islo 909 a pre 1011 dokonca dvojciferné ¢islo —90. Az pre cislo
1012 dostaneme postupnost Stvorcifernych ¢isel

~1089, 8712, 6534, 2178, —6534,

ktora sa zrejme po dalsom ¢lene zacykli.
Zaver. Najmensie také ¢islo ag je teda 1012.
NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Pre lubovolné reédlne ¢isla plati max(a,b) = %(a + b+ |a — b]). Dokézte.
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4. Ndjdite véetky kubické mnohocleny P(x), ktoré maji aspori dva rézne realne korene,
z ktoryjch jeden je ¢islo 7, a ktoré pre kaZdé redlne cislo t splniaji podmienku: Ak P(t) =
=0, tak P(t+1) =1. (Pavel Novotny)

RieSenie. Podla zadania ma mat kubickd rovnica P(x) = 0 dva rozne realne korene,
ozna¢me ich 1 = 7 a x9 # x1 (konkrétnu hodnotu x; = 7 vyuzijeme len vtedy, ked to
bude vhodné, inak budeme radsej pisat vseobecne x1). Pre kubicky mnohoélen P(x),
ktorého koeficient pri mocnine 2 oznaéime a, a # 0, potom existuje este realne ¢islo x3
také, ze plati

P(2) = a(x — o1)(x — 22)(w — o3) (1)

(nie st vyludené rovnosti x3 = 1 alebo x5 = x2).

Pripomerime, ako existenciu tretieho redlneho korena x3 zddvodnit: kubicky mno-
ho¢len P(z) je nutne delitelny mnoho¢lenom (x—x1)(x—x2), prislusny podiel je linedrny
dvojélen s vedtcim koeficientom a, teda dvojélen ax + b, ktory mozno zapisat ako a(z —
— x3), ak zvolime z3 = —b/a.

Nasou tlohou je najst vSetky vyhovujuce trojice ¢isel a # 0, xo # x1 a x3, pre
ktoré mnohoélen (1) s danou hodnotou z; = 7 spliita pre kazdé redlne t implikaciu
P(t) = 0 = P(t+ 1) = 1. Pre rozbor takej podmienky je nutné vediet, pre kolko
roznych hodnét t rovnost P(t) = 0 (a teda aj rovnost P(t + 1) = 0) naozaj plati, teda
kolko je v trojici x1, x2, x3 roznych ¢isel. Mozu nastat iba nasledujice moznosti A, B
a C.

A. x1, x2, x3 sU tri navzdjom rozne cisla. Vtedy mé kubickd rovnica P(x) = 1 tri
navzajom rozne korene x1 + 1, 2 + 1, x3 + 1, takze plati

Plx)—1l=a(z—2z1 —1)(z — 22 — 1)(x —x3 — 1).
Ked sem dosadime rozklad (1), dostaneme rovnost mnohoclenov

alr —xy)(xr —x2)(z —2x3) —1l=a(lr —x; — 1)(x —22 — 1)(x — 25— 1). (2)

2

Porovnanim koeficientov pri mocnine x* na lavej a pravej strane ziskame rovnost

—a(:z:l + 9 + .%’3) = —a(xl + T2 + 3 + 3),

ktora je splnena len v pripade a = 0, ¢o je v rozpore s predpokladom a # 0. (Navyse
rovnost (2) neplati ani pre a = 0, ked ma tvar —1 = 0.)

B. 71 = 23 = 7 # x5. Vtedy P(x) = a(z —7)?(z — x2) a rovnost P(x) = 1 musi platit
prex =7+ 1 =28 a pre r = x2 + 1. Dostavame tak stistavu dvoch rovnic

PB)=a(8—x3)=1 a P(zy+1)=a(zs —6)*=1.

Prevratend hodnota ¢isla a je teda rovnd ako ¢islu 8 — xo, tak ¢islu (zy — 6)2.
7 rovnice

8—$2:($2—6)2

dostaneme tupravou rovnicu x% — 1125+ 28 = 0, ktord ma dva korene zo =4 a x5 =
= 7. Druhy koren nevyhovuje nasej podmienke x5 # x1, takze nutne plati x5 = 4,
odkial a = 47! =1 a P(z) = +(z — 7)*(z — 4).
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C. 71 =7 # 29 = x3. Vtedy P(x) = a(z —7)(x — 22)? a rovnost P(x) = 1 musi platit
prex =7+ 1=8 apre x = x5 + 1. Dostavame tak sustavu dvoch rovnic

P8)=a(8—x3)*=1 a P(ry+1)=a(zs—6)=1.

Prevratend hodnota ¢isla a je teda rovnd ako ¢islu (8 — 2)?, tak ¢éislu xy — 6.
Z rovnice
(8—1‘2)221'2—6

dostaneme tpravou rovnicu 2 — 1729 + 70 = 0, ktord mé dva korene xo = 10
a x9 = 7. Druhy koren nevyhovuje nasej podmienke zo # x1, takze nutne plati
zo = 10, odkial a = 47! =  a P(z) = (2 — 7)(z — 10)2.

4

Zaver. Podmienkam tlohy vyhovujt iba dva kubické mnohocleny
1 5 1 )
P(z) = Z(ﬂf— 7)(x—4) a P(x)= Z(x —7)(x —10)~.

Poznamka. Moznost A v uvedenom rieSeni moézeme vylacit vdaka nasledujicej
uvahe: Keby mal mnohoclen P tri rozne korene k, £, m, mal by mnohoc¢len P — 1 podla
predpokladu korene k 4+ 1, £ + 1, m + 1. To vSak nie je mozné, pretoze sucet korenov
mnohoclena P je rovnaky ako stcet korennov mnohoclena P — 1.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Najdite vsetky mnohoéleny P(x) s redlnymi koeficientmi, ktoré pre kazdé redlne éislo x
spltiaji rovnost

(x+1)Px—1)+ (z — 1) P(z + 1) = 2z P().

[51-A-1-5]
N2. Najdite vsetky dvojice realnych cisel a, b, pre ktoré ma rovnica
azx® — 24z +b
o st
2 -1

v obore redlnych ¢isel prave dve riesenia, pricom ich sucet je 12. [51-A-II1-4]
N3. Uréte vSetky polynémy P, ktoré pre kazdé reilne ¢islo x spliaji rovnost

P(2x) = 8P(z) + (z — 2)%.

[60-B-I-5]
N4. Nech P, @ st kvadratické mnohocleny také, ze tri z koreniov rovnice P(Q(az)) =0 su
¢isla —22, 7, 13. Urcte stvrty koren tejto rovnice. [49-A-I-1]
N5. Nech P(z) je kvadraticky troj¢len. Urcéte vSetky korene rovnice
P(x® + 42 —7) = 0,

ak viete, ze medzi nimi je ¢islo 1 a asponl jeden koren je dvojnasobny. [49—A-II-1]
N6. Najdite vsetky dvojice mnohoclenov

f@)=a?4ax+b, g(x)=2a>+cx+d,

ktoré splnaju tieto podmienky:
(1) Kazdy z mnohodclenov f, g ma dva rozne redlne korene.
(2) Ak s je lubovolny koren f, je aj g(s) koreni f.
(3) Ak s je lubovolny koreini g, je aj f(s) korenn g. [46—A-1-2]



5. Dané si usecky dlZok a, b, ¢, d. Dokdzte, Ze rovnost a®> + ¢? = b*> + d? plati prdve
vtedy, ked existuji konvexné stvoruholniky so stranami dizok a, b, ¢, d (pri zvycajnom
oznacent), pricom uhlopriecky kazZdého takého Stvoruholnika zvieraji jeden a ten isty
uhol. (J. Simsa)

Riesenie. V Tubovolnom konvexnom Stvoruholniku ABCD ozna¢me S prieseénik
uhlopriecok a okrem dlzok stran uvazujme este veli¢iny e = |AC|, f = |BD|, e; =
= |AS|, e2 = |CS], f1 =|BS|, f2 =|DS| a ¢ = |£ASB|. Podla kosinusovej vety platia
rovnosti

a’? = e + f{ — 2e1f1 cos p,

b* = €5 + fT + 2eaf1 cos g,
2 =e2 + f2—2eyfocosp,

d*> = e3 + f2 — 2e1 fa cos .

Ked séitame prvi rovnost s trefou a od vysledku odc¢itame sucet druhej a Stvrtej,
dostaneme

(a2 + 62) — (b2 + d2) = —2(€1f1 + €2f2 + €2f1 + 61f2) COs ©,

Cize
(a® 4 c*) — (b? + d?) = —2ef cos . (1)

Odtial vyplyva takyto zaver: ak plati rovnost a® + ¢ = b? + d?, potom v kazdom
uvazovanom Stvoruholniku je cos ¢ = 0, teda uhol ¢ je vidy pravy a dlzky stran maji
vyjadrenia

R U B N R N ) @)

Aby sme uzavreli prva cast rieSenia, zdovodnime eSte, Ze také Stvoruholniky (pre
akékolvek dlzky a, b, ¢, d spltiajice vztah a? + ¢ = b? + d?) existuji. Uréite mozeme
predpokladat, Ze plati d = min{a,b,c,d}; dlzku e; potom zvolime v intervale (0,d)
Tubovolne a podla (2) ur¢ime

fl = a2—e%, f2 - \/d2—€%,
ea =1/ —d? + €2 (: b2—a2+e%)

(vzhladom k urobenému predpokladu plati ¢> —d? > 0). Tym je existencia vyhovujicich
Stvoruholnikov (s navzdjom kolmymi uhloprieckami) dokézana.

V druhej ¢asti rieSenia budeme naopak predpokladat, Ze aspon jeden konvexny
Stvoruholnik AgBoCyDg so stranami danych dlzok a, b, ¢, d existuje. Z tivahy o modeli
stvoruholnika z drdétu je jasné, ze vyhovujicich konvexnych stvoruholnikov ABC D
(tvarom blizkych AygBoCyDg) je potom nekoneéne vela. Ich vnatorné uhly «, 7 pri
vrcholoch A, C st viazané podmienkou

a® + d* — 2ad cos o = b? — ¢ — 2bccosy (3)
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(porovnanie dlzky spolo¢nej strany BD trojuholnikov ABD a BCD). Pripustme, ze
uhlopriecky vSetkych tychto Stvoruholnikov zvieraju rovnaky uhol ¢ a ze lavd strana
rovnosti (1) je nenulovd (podla jej znamienka je uhol ¢ bud ostry, alebo tupy, takze
sa nemdze stat, ze pre ¢ast vyhovujucich stvoruholnikov mé velkost g, a pre ostatné
T — o). Potom z rovnosti (1) mozeme vypocitat sucin ef, ktory je tak pre vsetky
vyhovujice $tvoruholniky rovnaky. Zo vzfahu pre ich obsah S = %e f sin ¢ nakoniec
vyplyva, Ze aj hodnota S je jedna a t& istd. PretoZe obsah S modZeme vyjadrif aj
vztahom S = %ad sin v + %bc sin vy, prichddzame k zaveru: existuju také konstanty R,
a Ry, 7e vietky vyhovujtce stvoruholniky splhaja vztahy

adcosa — bccosy = Ry, adsina+ besiny = Ry
(prvy vztah je dosledkom (3), v druhom Ry = 2S5 > 0). Z nich dalej vyplyva

(be)? = (bccosy)? + (besiny)? = (adcosa — Ry)? + (Ry — adsina)? =
= (ad)® + R? + R% — 2ad(R; cos o + Ry sina).

Pretoze ad # 0, moZno z ostatnej rovnosti vypocitat hodnotu vyrazu
V = Rycosa + Rsysina,

ktora je tak pre vsetky vyhovujice stvoruholniky ABC D rovnaka. To je mozné jedine
vtedy, ked Ry = Ry = 0, a to je spor s tym, ze Ry > 0. Dokaz druhej Casti tvrdenia je
hotovy.

Dodajme, ze zaver o hodnotach vyrazu V vyplyva zo znameho vyjadrenia

1
V = ——=sin(a +w),

V R? + R2

kde uhol w je uréeny vztahmi

R1 RZ

sSinw = ————— a coSw =

Vyraz sin(a+w) nie je konstantny, ked sa uhol o meni v okoli uhla «y (ktory zodpoveda
povodnému Stvoruholniku AgByCyDg z Gtvodu druhej ¢asti rieSenia).

6. Ndjdite vsetky usporiadané dvojice (x,y) prirodzenych cisel, pre ktoré plati
22 +y? = 2005(z — y).

(J. Morav¢ik)

RieSenie. Odvodime najskor, ako vyzera kazda dvojica (z,y) prirodzenych éisel, ktora
vyhovuje rovnici

2+’ =k(z —y) (1)

s danym prirodzenym ¢islom k (a az potom vsetky tieto rieSenia pre hodnotu k = 2005
zostrojime).



Predpokladajme, Ze (z,y) je lubovolné rieSenie rovnice (1), ktort zvyéajnym spo-
sobom upravime na ,,sa¢inovy“ tvar

y(y + k) = x(k — z). (2)

Urobme tvahu o sudelitelnosti zastupenych ¢initelov. Ozna¢me d najvicsi spoloény
delitel prirodzenych ¢isel = a y. TakZe plati x = dm a y = dn, kde m a n st nestdelitelné
prirodzené ¢isla. Po vydeleni oboch stran rovnosti (2) ¢islom d dostaneme ,,vyhodnejsiu“
rovnost n(y+k) = m(k—x). Z nej totiz vzhladom na nestudelitelnost ¢isel m, n vyplyva,
ze prirodzené cislo y + k je nadsobkom cisla m a ¢islo k — x rovnakym nésobkom cisla n.
Pre vhodné prirodzené ¢ teda platia rovnosti

y+k=qgm a k—x=qn.
Vyjadrime odtial dvoma spdsobmi ¢islo k a obe vyjadrenia porovnajme:

k=qm —1y=qm — dn,
= —dn=qn+dm = —d) = +d).
k=gn+zx=qn+dm qm = qn e dm mlg —d) =nlq )

Odtial opiit z nesudelitelnosti ¢isel m, n vyplyva, ze prirodzené ¢islo g + d je nasobkom
¢isla m a ¢islo ¢ — d rovnakym nasobkom ¢isla n. Pre vhodné prirodzené r teda platia
rovnosti

g+d=rm a q—d=rn.

Ich s¢itanim a odc¢itanim dostaneme nasledujice vyjadrenie ¢isel ¢ a d pomocou r, m
an:

g=rmtn) oy _rtm—n)
2 2
Odtial uz pre neznadme z, y dostavame koneéné vztahy
x:dmzw . y:dnzw, (3)

Zistime teraz, ako suvisia parametre r, m, n s danym koeficientom k z pévodnej rov-
nice (1). MéZeme postupovat napriklad tak, Ze odvodené vztahy dosadime do rovnosti
k=qn+ x:

rim+n)n  r(m—n)m  r(m? +n?)

k: — —
gn +x 5 + 5 5

Odtial po nasobeni dvoma dostaneme hladantt podmienku v tvare
2k = r(m* +n?). (4)

Iny sposob odvodenia rovnosti (4), ktory je sucasne priamou ,skuskou® vztahov (3),
spociva v tom, zZe z nich jednoducho vyplyvaja vyjadrenia

2 20,2 2
- —
x2+y2:T(m n)*(m "),
4
_ r(m—n)?
x y_ 2 9
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z ktorych vidime, Ze rovnica (1) je pre také x, y splnend prave vtedy, ked je splnend
podmienka (4). Kym sformulujeme dokézany vysledok, dodajme este, ze podla vzta-
hov (3) musia ¢isla m, n splitat nerovnost m > n. Preto plati nasledujtca veta.

Ak k je dané prirodzené &islo, tak rieseniami rovnice 22 + y? = k(x — y) si prdve
tie dvojice prirodzenych cisel x a vy, ktoré su tvaru

. r(m;n)m . y:r(m;n)n’

kde v, m, n si prirodzené ¢isla, pre ktoré plati rovnost 2k = r(m? + n?), pricom cisla
m a n su nesudelitelné a m > n.

7Z dokazanej vety vyplyva navod, ako vSetky rieSenia rovnice 22 +y? = k(x —y) pre
dany koeficient k zostrojit. Najdeme vSetky mozné rozklady ¢isla 2k na dva éinitele,
2k = rs, a pre kazdy z nich potom najdeme vyhovujice é&isla m, n z rovnosti m? +n? =
= 5. Nezostéva to urobif inak ako tak, Ze pre konec¢ne vela ¢isel m, ktoré su s ¢islom s
nestdelitelné a spliiaji nerovnosti 2m? > s > m?, testujeme, & je rozdiel s—m? druhou
mocninou prirodzeného ¢isla. Pre dané k£ = 2005 = 5 - 401 (401 je prvocislo) existuju
tieto rozklady (pretoze m? +n? = 22412 = 5, vynechame rozklady, v ktorych je ¢initel
s =m? + n? mensi ako 5):

(i) r =802, m? +n? = 5. Zrejme m = 2 a n = 1, odkial z = 802 a y = 401.
(ii) r =401, m? + n? = 10. Zrejme m = 3 a n = 1, odkial x = 1203 a y = 401.
(iii) » = 10, m? + n? = 401. Plati 15 < m < 20, vyhovuje iba m = 20, kedy n = 1,

x=1900 a y = 95.

(iv) r = 5, m? + n? = 802. Plati 21 < m < 27, preberieme iba neparne m, vyhovuje

iba m = 21, kedy n =19, x = 105 a y = 95.

(v) r = 2, m? + n? = 2005. Plati 31 < m < 44, preberieme iba m nestdelitelné

s C¢islom 5, vyhovuje jednak m = 39, kedy n = 22, z = 663 a y = 374, jednak

m =41, kedy n = 18, x = 943 a y = 414.

(vi) » = 1, m? + n? = 4010. Plati 45 < m < 63, preberieme iba m nestudelitelné

s ¢islom 10, vyhovuje jednak m = 59, kedy n = 23, x = 1062 a y = 414, jednak

m =61, kedy n =17, x = 1342 a y = 374.

Zdver. Uloha mé pravé osem rieseni (,%). Zapiseme ich v rastticom poradi podTla
prvej zlozky z: (105,95), (663,374), (802,401), (943,414), (1062,414), (1203,401),
(1342, 374), (1900, 95).

Vsimnime si, Ze tychto osem dvojic (z,y) ma iba Styri rézne zlozky y (kazdé y je
zastipené v dvoch dvojiciach). To mozno vysvetlit takymto pozorovanim: ak ma pre
niektoré prirodzené y kvadraticka rovnica

x? — 2005z + (y? + 2005y) = 0
aspon jedno rieSenie x v obore prirodzenych c¢isel, ma v tomto obore dve rozne riesenia.
Jednoduché vysvetlenie vyplyva z Vietovych vztahov: ak je x1 celo¢iselny koren tejto

rovnice, je aj druhy koreii x5 = 2005—x1 celé ¢islo (r6zne od z1); z rovnosti x119 = y%+
+ 2005y vyplyva, Ze oba korene x1, 5 maji rovnaké znamienko, lebo 32 + 2005y > 0.
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