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1. Ndjdite vsetky dvojice celych cisel x a y, pre ktoré plati

VavE - JuvE = /6vB - 10.

(J. Morav¢ik)

RieSenie. Z tvaru danej rovnice priamo vyplyva, ze z >y > 0 (lebo ¢islo 6v/5 — 10 je
kladné a odmocnina z neho tiez). Pre také z, y mozeme umocnit obe (kladné) strany
rovnice na druhu a urobit dalsie ekvivalentné tpravy:

zV5 — 24/5xy + yv/5 = 6v5 — 10,
x— 2Ty +y="6—2V5
x+y—6=2(/zy —V5). (1)

Umocnenim a dalSou upravou dostaneme, ze pre hladané celé ¢isla x, y musi platit

(x+y—6)2:4(.ry—2\/%+5),
8/bry = 4(rvy +5) — (z +y — 6)%. (2)

Z ostatnej rovnice vyplyva, Ze hodnota /5xy je racionalna, a teda celé ¢islo.! Takze
5y je druhd mocnina nezaporného celého ¢isla, ktoré je zrejme delitelné piatimi.? Plati
teda 5xy = (5k)?, ¢ize xy = bk?2, kde k je nezdporné celé é&islo. Toto je vyhodné dosadit
nie do rovnice (2), ale do rovnice (1). Dostaneme totiZ rovnicu

x+y—6=2(V5k2—V5) &ize z+y—6=2(k—1)V5.

7 nej vdaka iracionalnosti ¢isla /5 vyplyva, Ze pre splnenie rovnosti (1) je nutné
a postacujuce, aby platili obe rovnosti k =1 a x + y — 6 = 0. Zo ststavy rovnic

zy=5k*=5 x+y=6

Tahko zistime, ze {z,y} = {5,1}, teda z = 5 a y = 1, lebo podla vahy na zaciatku
>,
Hladana dvojica (z,y) je jedina, a to (z,y) = (5,1).

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 1 bod za prvé a 2 body za druhé z oboch umocneni. Zname
poznatky o druhych odmocnindch a mocninach uvedené v oboch poznamkach pod ¢iarou mézu riesitelia
pouzit bez toho, aby ich formulovali (¢i dokonca dokazovali) ako pravidla (t.j. vo vSeobecnom tvare).
V pripade, Ze v inak tUplnom rieSeni nie je vylacend dvojica (x,y) = (1,5) alebo nie je spomenutéd
podmienka x > y a chyba skuska pri dosledkovej tiprave umocnenim (ktord v uvedenom rieseni nie je
potrebnd), dajte len 5 bodov.

! Druh& odmocnina nezaporného celého é&isla je bud celé é&islo, alebo iracionalne é&islo.

2 Ak je n celé a n? je delitelné piatimi, je aj n delitelné piatimi.



2. Dany je rovnostranny trojuholnik ABC s obsahom S a jeho wvnitorny bod M.
Oznacéme postupne Ay, By, Ci tie body strin BC, CA a AB, pre ktoré plati M Ay ||
| AB, MB; || BC a MC, || CA. Priesecniky osi useciek M A1, MBy a MCy tvoria
vrcholy trojuholnika s obsahom T. DokdZte, Ze plati S = 3T. (J. Svréek)

Riesenie. Oznacme P, (), R vrcholy vzniknutého trojuholnika. Kazda z osi tseciek
MA;, MB; a MC1 je kolmé na zodpovedajicu stranu trojuholnika ABC'. Preto kazdé
dve zo stran trojuholnika PQR zvieraji uhol 60 stupnov, takze tento trojuholnik je
rovnostranny (obr. 1).

C

Obr. 1

Teraz ukazeme, 7e sucet dlzok tseciek M Ay, M By a MC, je (nezévisle od polohy
bodu M) rovny dlzke a strany pévodného trojuholnika ABC. Ozna¢me preto postupne
By, Cy a A, prieseCniky priamok M Ay, M B; a M(Cy so stranami CA, AB a BC.
Pretoze trojuholniky M A Ay, M By Bs a M C1C5 st rovnostranné, plati

|MA1| + |MB1|+ |MCy| = |A1 A3 + |A2C| + |A1B| = |BC| = a.

Pre Tubovolny (vnatorny) bod rovnostranného trojuholnika plati, Ze stcet jeho
vzdialenosti od vSetkych stran trojuholnika je rovny vyske trojuholnika. To Tahko vidno
napriklad z vyjadrenia obsahu takého trojuholnika ako stuc¢tu obsahov troch trojuholni-
kov tvorenych danym (vnitornym) bodom a dvojicami vrcholov. Pretoze bod M mé od
stran (rovnostranného) trojuholnika PQR vzdialenosti [MA;|/2, |MB1|/2 a |MC4]/2,
ma vyska t tohto trojuholnika velkost t = (|M A;| 4+ |M B1|+ |[MC1])/2 = a/2. Pretoze
pre vysku v rovnostranného trojuholnika ABC plati v = v/3a/2, plati S = av/2 =
= v/3v%/3. Podobne pre obsah T trojuholnika PQR s vyskou ¢ dostavame

T
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¢ize S = 3T, ¢o sme chceli dokézat.

Za Uplné rieSenie dajte 6 bodov. Zistenie (vritane nejakého zdovodnenia), ze trojuholnik PQR je
rovnostranny, ohodnotte 3 bodmi.



3. V obore redlnych cisel vyrieste rovnicu

r+m . x—T
- S1n

5 TR

1+ sin

(J. Simsa)

RieSenie. Pretoze vSetky hodnoty funkcie sinus lezia v intervale (—1,1), je sti¢in dvoch
hodnoét sinusu rovny ¢islu —1 len vtedy, ked je jedna hodnota 1 a druhd hodnota je —1.
Cislo x € R je teda riesenim danej rovnice prave vtedy, ked existuja éisla k, ¢ € Z také,
ze plati dvojica rovnosti

£L‘+7T:g+2kﬂ_, ac+7r:_g+2]m,
(L’Eﬂ' T alebo I'Eﬂ' s
11 g T T

Vyriesenim tychto linearnych rovnic dostaneme vyjadrenia

x:%r—l—mkw, x:—%r—i-mknr,
9 alebo 137

Teraz ndjdeme vSetky dvojice celych ¢isel (k, £), pre ktoré plati

3 9 7 13
7” 4 10kr = —g 4+ 220m, resp. — 7” + 10kr = 7” + 2207

Jednoduchou tpravou tychto rovnic (vratane kratenia ¢islom 27) dostaneme
5k +3 =11¢, resp. 5k —5 =110

Upravme prvii rovnicu na tvar 5(k—6) = 11(¢—3). Uvahou o delitelnosti nestdelitelnymi
¢islami 5 a 11 zistime, Ze vSetky celociselné rieSenia takej rovnice maju tvar k = 6+ 11n
a ! = 3+ 5n, pricom n € Z. Dosadenim do prislusného vztahu pre x tak dostdvame
prvia skupinu rieseni
3 3
T= + 10km = - +10(6 + 11n)m = 61,57 + 110n.

Podobne z druhej rovnice 5k — 5 = 11/ upravenej na tvar 5(k — 1) = 11¢ zistime, ze
k =1+ 11n, £ = bn, pricom n € Z. Takze druhd skupina rieseni ma vyjadrenie

7 7
z = —g +10kr = —777 +10(1 + 11n)7 = 6,57 + 110n7.

Zdver. V8etky rieSenia danej rovnice st dané vztahmi
xr=6151+110nt a z =657+ 110n7, pricom n € Z. (1)
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Pretoze 61,5 — 6,5 = 55 = 110/2, daju sa vsSetky rieSenia zapisat jednym vztahom

x = 6,57 4+ bbnm, pricom n € Z. (2)

Iné riesenie. Vdaka goniometrickému vzorcu

cos(A — B) — cos(A + B)
2

sin Asin B =

sa dé rovnica 1 + sin Asin B = 0 prepisat na tvar
cos(A+ B) —cos(A— B) = 2.
Vzhladom na obor hodnét funkcie kosinus je ostatna rovnost splnend prave vtedy, ked

plati cos(A + B) = 1 a cos(A — B) = —1. Pre zlomky A, B z povodnej rovnice tak
dostévame ststavu rovnosti

T+ T — T
A+ B = =2k
+ 5 1 i
A—B:x+7r—x_ﬂ:7r+2£7r,
5 11

ktoré musia platit pre vhodné ¢isla k, ¢ € Z. S¢itanim a od¢itanim dostaneme

™ r—T T
—E—l—(k’—l—f)ﬂ a 11 ——E—l—(k’—ﬁ)w,

x+T

5

odkial dvoma sposobmi vyjadrime nezndmu x:

x:377r+5(k+€)71':—9§+11(k—€)77.

LCahko zistime, Ze ¢isla k, ¢ st zviazané podmienkou 3(k — 1) = 8¢, ¢o znamena, Ze
¢ =3nak=8n+1 pre vhodné n € Z. Dosadenim do vzfahu pre x tak dostaneme

vyjadrenie

1
T = ? + bbnm = 6,57 + SdHnm,

ktoré je rovnaké, ako v prvom rieseni.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 1 bod za tvahu o hodnotéach goniometrickych funkcii sinus alebo
kosinus a dalsie 2 body za zostavenie analogickych vztahov pre hladané rieSenie x. Za vyjadrenie x
v tvare (1) alebo (2) dajte zostévajice 3 body.



