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1. Najdite vsetky dvojice takych celych cisel a, b, Ze sucet a + b je koreriom rovnice
2?> +ar+b=0. (E. Kovac)

Riesenie. Hladdme celé ¢isla a, b, pre ktoré (a +b)% + a(a+b) +b = 0. To je vzhladom
na neznadmu b kvadratickd rovnica b® + (3a+ 1)b+2a? = 0 s celo¢iselnymi koeficientmi.
Celociselny koren ma iba v pripade, ze jej diskriminant

D=Ba+1)?—-4-2a°>=(a+3)> -8

je tplny stvorec. Ten je pritom o osem mensi ako iny tplny stvorec (a + 3)2. Ako Tahko
zistime (rozdiely druhych mocnin dvoch susednych prirodzenych ¢éisel postupne rasti),
rozdiel 8 majt iba tiplné Stvorce 9 a 1, takze (a +3)? = 9, odkial vyplyva a = —6 alebo
a =0. Pre a = —6 vychadza b =8 ab =9, pre a = 0 vychdadza b = 0 a b = —1.
Dostavame tak Styri rieSenia: (a,b) je jedna z dvojic (—6,8), (—6,9), (0,0), (0,—1).

Pozndmky. Ak za nezndmu namiesto b zvolime a, vyjde rovnica 2a? + 3ba + (b? +
+ b) = 0 s diskriminantom D’ = 9b? — 8 - (b +b) = (b — 4)% — 16; tplné Stvorce ligiace
sa o 16 st iba 0, 16 a 9, 25.

Uloha najst dva tiplné stvorce 22 a y? s danym rozdielom d sa pre malé hodnoty d
(ako d = 8 alebo d = 16 v nasom pripade) da vyriesit otestovanim niekolkych prvych
Stvorcov 0, 1, 4, 9, ... Pre Iubovolné prirodzené d mozno postupovat tak, Ze rovnicu
22 —y? = d upravime na (z — y)(z +y) = d a vypiSeme vsetky rozklady daného &isla d
na suéin dids dvoch celoéiselnych ¢initelov; z rovnic dy = = — vy, do = x + y potom
vypocitame prislusné z a y.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Za také povazujte aj riesSenie, v ktorom st iiplné Stvorce liSiace sa o 8

¢ 16 vypisané (uhddnuté) bez vysvetlenia, preco iné také stvorce neexistuji. Za najdenie rieSenia iba
pre a = 0 (napr. chybnou tvahou, ze ¢islo a + b deli ¢islo b jedine pre a = 0) dajte 2 body.

2. Postupnost redlnych cisel (a,)>, spliia pre kazdé n > 1 rovnost

On43 — Ont2  Ap43 + Ap42

Ay — CLn—i—l ap, + CLn—i—l

a naviac plati a11 = 4, ase = 2, azg = 1. DokdZte, Ze pre kazZdé prirodzené cislo k je
sucet
k k k
aq +a2 +"'+a100

druhou mocninou prirodzeného ¢isla. (J. Zhouf)

RieSenie. Najskor dokazeme, ze pre ¢leny skiimanej postupnosti (a,, )32 ; plati: rovnost
a,, = 0 je splnend pre niektoré prirodzené n préave vtedy, ked pre to isté n plati a, 3 =
= 0. Skutocne, ak a, = 0, tak menovatele zlomkov v zadanej rovnosti st navzajom
opacné (nenulové) ¢isla, takze také musia byt aj ich Citatele. Z rovnosti

An4+3 — Qp42 = _(an—|—3 + an—|—2)
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uz vyplyva a,4+3 = 0. Naopak, ak plati a,+3 = 0, st citatele spomenutych zlomkov
navzajom opacné ¢isla, takze také musia byt aj ich menovatele, odkial a,, = 0.
Dokézand vlastnost mé tento dosledok: z podmienky asgs # 0 vyplyva asx # 0 (pre
kazdé k = 1), z ase # 0 vyplyva asir1 # 0 a z aj; # 0 vyplyva asxso # 0 (vzdy pre
kazdé k = 0). Spolu vychéadza, Ze Ziadny clen a, skimanej postupnosti nie je rovny
nule.
7 rovnosti zo zadania vyplyva rovnost

(an+3 - an+2)(an + anJrl) — (an+3 + an+2)(an - anJrl)a

z ktorej po roznasobeni a naslednom zjednoduseni dostaneme (pre Tubovolné priro-
dzené n)

On410p43 = Anap42.
celé n:
Up4+20n+4 = Qp+10n43-
Ked vynasobime obe rovnosti a vysledok vykratime (nenulovym) ¢islom ay,416G5,420n+3,

vyjde a4 = an, t.j. dand postupnost ma periédu 4. Preto a1 = azz = 1, as = asy = 2,
as = a11 = 4, ag = araz/az = 2, teda

af 4+ ak + -+ akye = 25(1F + 28 4 4F + 28) = (5(1 4 2))*.

Tym je dokaz hotovy.

Za Gplné riesenie dajte 6 bodov. 2 body dajte za odvodenie délezitej podmienky, ze a, # 0 pre vsetky n,
t.j. riesenie, v ktorom sa deli ¢islom ay+1an+2a,+3 bez overenia jeho nenulovosti, ocerite iba 4 bodmi.
Z toho 1 bod dajte za konecnt tpravu suctu k-tych mocnin na tvar druhej mocniny.

3. Dany je trojuholnik ABC' a vnitri neho bod P. Oznac¢me X priesecnik priamky AP
so stranou BC a'Y priesecnik priamky BP so stranou AC. Dokdzte, Ze stvoruholnik
ABXY je tetivovy prdve vtedy, ked druhy priesecnik (réozny od bodu C') kruznic opisa-
nych trojuholnikom ACX a BCY leZi na priamke CP. (E. Kovac)

RiesSenie. Dané styri body A, B, X, Y lezia na kruznici (obr. 1) prave vtedy, ked
|PA|-|PX|=|PB|-|PY]|.

KruZnica opisana trojuholniku AC'X pretne polpriamku opacni k polpriamke PC
v bode, ktory oznac¢ime D. Pre tento bod plati

|PA|-|PX|=|PC|-|PD|.
Rovnost z prvej vety rieSenia teda nastane prave vtedy, ked plati
|PB| - |PY|=|PC|-|PD,|.
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Tato rovnost je splnené prave vtedy, ked bod D lezi na kruznici opisanej trojuholniku
BCY, teda prave vtedy, ked je bod D # C druhym prieseénikom kruznic opisanych
trojuholnikom AC'X a BCY. Dokaz je hotovy.

Obr. 1

Pozndmka. Ulohu mozno ihned vyriesif na zaklade poznatku o tom, ako vyzerd
mnozina vSetkych bodov, ktoré maju rovnaki mocnost k dvom danym kruzniciam. Je
to vzdy priamka (nazyvana chordala), ktora je kolma na spojnicu stredov oboch kruznic
a prechadza ich spoloénymi bodmi (pokial existuji). Rovnost z prvej vety riesenia preto
vyjadruje prave to, ze bod P lezi na chordale kruznic opisanych trojuholnikom ACX
a BCY.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Za dbdkaz len jednej z oboch implikacii dajte 3 body.

4. V obore redlnych cisel rieste sustavu rovnic

sin? x + cos? y = 2,

sin’ y + cos® x = 2.

(J. Svréek)

RieSenie. Najskor si uvedomme, Ze s kazdym redlnym rieSenim (z,y) danej sistavy
rovnic st jej rieSeniami aj dvojice (z, —y), (—z,y) a (—z, —y). Stadi sa preto obmedzit
na rieSenia v obore nezapornych redlnych ¢isel. NavySe s kazdym rieSenim (z,y) je
rieSenim danej ststavy aj dvojica (y,x). MoZeme preto dalej predpokladat, ze 0 < x <
Sy

2

2= 1—sin” a:

Prepi$me najskor obe rovnice stistavy pomocou zndmeho vztahu cos

sin®z + 1 —sinQy = y2,

Sin2y+ 1 —sin?z = 2%
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Sc¢itanim oboch rovnic potom dostaneme

Ked od¢itame druht rovnicu od prvej, dostaneme

23in2:1:—2sin2y: y2 —a:2,

2(sin z + siny)(sinz — siny) = y* — 22, (2)

Pri uvedenom predpoklade 0 < x < y zo vztahu (1) navyse vyplyva, ze 0 < & <
<y £ V2 < /2, a pretoze funkcia sinus je na intervale (0, 7/2) nezaporna a rastica,
vidime, Ze pre také redlne éisla z a y je lava strana rovnice (2) nekladnd, zatial ¢o
pravé strana je nezdporna. To znamend, Ze musi platif y2 — 22 = 0, éo za uvedenych
predpokladov dava z = y a spolu s (1) tak mame z =y = 1.

V obore nezapornych realnych c¢isel ma dana ststava rovnic jediné rieSenie, a to
(z,y) = (1,1).

Zdver. Dana stustava rovnic méa prave Styri riesenia v obore realnych ¢isel. St nimi
nasledujuice dvojice: (1,1), (1,—1), (—1,1) a (—1,—1).

Za tplné riesenie dajte 6 bodov. Za zistenie rovnosti 2 4+ y? = 2 bez dalsieho podstatného pokroku
dajte 1 bod. Za uhadnutie vSetkych rieSeni (napr. v désledku chybnej tvahy, Ze zo symetrickosti
sustavy okamzite vyplyva rovnost z = y) dajte 1 bod. Spomenuté ¢iastoéné jednobodové zisky nemozno
kumulovat s¢itanim. Zmienku o symetrickosti nezndmych x, y ¢éi moznosti menit pri ich hodnotéch
lubovolne znamienka ocerite 1 bodom. Ak $tudent vyriesi Glohu len v niektorom kvadrante bez toho,
aby nasiel rieSenia aj v ostatnych kvadrantoch, dajte 4 body.



