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55.ro¢nik MO Riesenia tloh celostatneho kola kategorie A

1. Postupnost (a,)o2, prirodzenych cisel md ti vlastnost, Ze pre kazdé n = 1 plati

Apt1 = Gy + by, pricom b, je ¢islo, ktoré md opacné poradie ¢islic ako ¢islo a, (zdpis
¢isla b, mozZe na rozdiel od zdpisu éisla a, zacinat jednou alebo viacerymi nulami).
Napriklad pre ax = 170 plati as = 241, az = 383, a4 = 766, ... Rozhodnite, ¢i a7 mozZe
byt prvocislo. (Peter Novotny)

RiesSenie. Dokézeme, Ze ¢len ay je vidy zlozené Cislo delitelné jedenastimi. Klic¢om
k rieSeniu tlohy je kritérium delitelnosti jedenastimi. Ak ¢xcg_1 ... 1o je zapis Cisla m
v desiatkovej stustave, dava ¢islo m po deleni jedenastimi rovnaky zvysok ako striedavy
sucet jeho cislic:

zvim) =cyp—c1+co— ...+ (—l)kck.

Pre zvysok ¢isla b,,, ktoré ma opacné poradie cislic ako cislo a,, teda plati, ze
zv(b,) = £2zv(a,) podla toho, ¢i je pocet ¢islic ¢isla a,, neparny alebo parny. Preto ak
je niektory ¢len uvazovanej postupnosti delitelny jedenastimi, st jedenéstimi delitelné
aj vSetky nasledujuce ¢leny. Navyse akondhle ma nejaky ¢len a,, uvazovanej postupnosti
parny pocet Cislic, plati zv(a,) = —zv(b,), takie an,41 = a, + b, uz je delitelné
jedendstimi (a rovnako aj dalsie ¢leny).

Postupnost (a,) je zrejme rastica. Ak méa ¢len a; parny pocet ¢islic, bude uz
¢len ay zlozené ¢islo delitelné jedenastimi s vynimkou pripadu a; = 10, kedy vSak a3z =
= 22. Stadi teda ukézat, Ze aj pre ¢isla a; s neparnym poctom ¢islic bude medzi prvymi
Siestimi ¢lenmi postupnosti vzdy aspon jeden ¢len s parnym poctom c¢islic. Dokazeme
to sporom v nasledujiicom odstavci.

Predpokladajme naopak, ze vSetky ¢isla aq,as, ... ,as maji neparny pocet cislic.
Ozna¢me c¢ prva a d poslednu éislicu éisla ap, takze 1 S ¢ <9a 0= d <9 (v pripade
jednociferného a; polozime ¢ = d). Cislo b; potom bude formalne zac¢inat é&islicou d
a kondit éislicou ¢, a pretoze predpokladame, Ze ¢islo as = a7 +b; mé tiez neparny, teda
rovnaky pocet ¢islic, musi nutne byt c+d < 10. To bude teda ¢islica na jeho poslednom
mieste, zatial ¢o na prvom mieste bude stat ¢ + d alebo ¢ + d + 1 (podla toho, ¢i pri
s¢itani doslo na predposlednom mieste k prechodu cez desiatku), v kazdom pripade
bude na prvom mieste cislica aspon ¢ + d. Podobne postupne zistime, ze prva cislica
Cisla ag = ag + by bude aspon 2(c+d), prva €islica ¢isla ay = ag+bs bude aspon 4(c+d),
prva Cislica €isla a5 = a4 + by bude aspon 8(c+ d) a prva éislica ¢isla ag = a5 + bs bude
aspon 16(c+d). Pretoze 1 < c¢+d < 10, nemoze uz zrejme platit 16(c+d) < 10. Aspon
v jednom z ¢isel as, as, ... ,ag sa teda pocet ¢islic zvysil z neparneho poctu na parny.

Tym je tloha vyriesena. Dokazali sme, Ze a7 nie je nikdy prvocislo.

Poznamka. Pre a; = 10220 vyjde ag = 185767, ¢o je prvocislo.

2. Nech m a n su take prirodzené cisla, Ze rovnica
(x+m)(z+n)=x+m+n
md aspon jedno celociselné riesenie. Dokdzte, Ze plati
1 m
- < — <2
2 n
(J. Simsa)



Riesenie. Ukazeme, Ze z predpokladu ulohy vyplyvaju silnejsie odhady
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Dant rovnicu najskoér upravime na tvar
(x+m—1)(z+n)=m.

Ak v tejto rovnosti je x celé ¢islo, dostavame rozklad prirodzeného ¢isla m na si-
¢in dvoch celych cisel, ktoré teda lezia obe bud v intervale (1,m), alebo v intervale
(—m, —1). V kazdom pripade rozdiel tjchto dvoch ¢&isel neprevysuje (spoloé¢nil) dlzku
oboch intervalov:

(x+n)—(z+m—1)<m-—1, ¢ize n<2m—2,

odkial vyplyva dolny odhad (1). Vzhladom na symetriu ¢isel m a n plati tiez nerovnost
m < 2n — 2, z ktorej dostaneme horny odhad (1).

Iné riesenie. Vzhladom na symetriu sa staci zaoberaf pripadom m = n a dokazaf
horny odhad (1) z prvého rieSenia, teda nerovnost m < 2n — 2.
Dané rovnica méa tvar 2% + (m +mn — 1)z +mn — m — n = 0 a mé diskriminant

D=(m+n—-12%—4(mn—-—m—-n)=m?>+n?>-2mn+2m+2n+1=
=(m—n+1)*+4n.

Ten musi byt druhou mocninou celého éisla, ak ma mat dané rovnica celoc¢iselné riesenie.
Pretoze 4n je kladné parne ¢islo, je ¢islo D vii¢sie ako mocnina (m—n+1)? a m4 rovnaki
paritu ako jej zaklad (m —n+ 1), ktory je kladny (kedze uvazujeme len pripad m = n).
Preto musi platift D = k2, kde k je celé ¢islo spliiajice podmienky & > m —n+1 >0
ak=m—n+1 (mod 2). To znamen4, ze k = m — n + 3, takze plati

D=m-n+12+4n=k*2(m-n+3 =m-n+1+2)*=
=(m-n+1)2+4(m—-n+1)+4.

Odtial vyplyva nerovnost 4n = 4(m —n+1) +4, ¢ize m < 2n — 2, ¢o sme mali dokazat.

Poznamky. Pretoze dvojice tvaru (m,n) = (2n — 2,n) a (m,n) = (m,2m — 2)
vyhovuju podmienke tlohy, st odhady (1) najlepSie mozné.

Je mozné popisat vsetky dvojice prirodzenych ¢isel (m,n), ktoré vyhovuju pod-
mienke tlohy, a to spésobom uvedenym v nasledujicom tvrdeni, ktoré uvedieme bez
dokazu.

Veta. Nech m an st celé ¢isla. Rovnica (x +m)(x +n) = x +m + n mé aspon jedno
celociselné riesenie prave vtedy, ked st ¢isla m, n tvaru

m=(a—1)b a n=a(b—1), pricom a,bécZ.



3. V trojuholniku ABC, ktory nie je rovnostranny, oznacme K priesecnik osi vnitor-
ného uhla BAC so stranou BC a L priesecnik osi vnutorneého uhla ABC so stranou AC.
Dalej oznacme S stred kruznice vpisanej, O stred kruznice opisanej a V priesecnik vijsok
v trojuholniku ABC. Dokadzte, Ze nasledujice dve tvrdenia si ekvivalentné:
a) Priamka KL sa dotgka kruznic opisanych trojuholnikom ALS, BV S a BKS.
b) Body A, B, K, L a O leZia na jednej kruznici. (T. Jurik)

Riesenie. Oznac¢me uhly v trojuholniku ABC' zvycajnym spésobom. Z vlastnosti bodov
K a L je zrejmé (obr.1), ze body A, B, K, L lezia na jednej kruznici prave vtedy, ked
|{KAL| = |{KBL|, t.j. prave vtedy, ked oo = S3.

C C

Obr. 1 Obr. 2

Priamka KL sa dotyka kruZnice opisanej trojuholniku BKS (nutne v bode K)
prave vtedy, ked sa rovnaji tsekovy a obvodovy uhol prislusnej tetivy KS (obr.2):
|{LKA| = |{LBK| = (/2 = |£LBA)|. Posledna rovnost je vSak ekvivalentna s tym, ze
body A, B, K, L lezia na jednej kruznici. Ako uz vieme, to nastane prave vtedy, ked
a = (. (Zo symetrie je zrejmé, Ze je to zaroven ekvivalentné tomu, ze sa priamka KL
dotyka kruznice opisanej trojuholniku ALS.)

Z uvedenych vysledkov vyplyva, Ze svoje dalSie Gvahy mozeme obmedzit na rov-
noramenné trojuholniky ABC so zakladnou AB. Pozrime sa najskor, kedy kruZnica
opisand stvoruholniku ABK L obsahuje bod O. Stredovy uhol AOB v kruznici opisanej
trojuholniku ABC mé velkost 2, zatial ¢o velkost uhla AK B je 180° — /2 — (3 =~ +
+ a/2 (obr.3). Bod O pritom nemdze lezat na strane AB (ked je uhol 7 pravy) ani
v polrovine opacnej k ABC' (ked je uhol « tupy), pretoze v tom pripade je

|£AOB| + |[{AKB| = (360° — 27) + (v + 3a) = 180° + 2o+ 8 > 180°.
Body A, B, K, O teda lezia na jednej kruznici prave vtedy, ked
2y =7+ 3a &ze a=p=2y="T2°

Ostéva zodpovedat otézku, kedy sa kruznica opisand trojuholniku BV'S dotyka
priamky K L. V polrovine KLB existuju dve kruznice, ktoré obsahuju body B a S
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Obr. 3

a dotykaju sa priamky KL (Apolléniova tloha, pre bod dotyku T z mocnosti bodu L
k takej kruzmici plati |[LT|?> = |LS| - |LB|). Jednu taka kruznicu uz pozname, je to
kruznica opisana trojuholniku BK .S, ktora sa priamky KL dotyka v bode K. Druha
kruznica sa teda dotyka priamky K L v bode K’ simerne zdruzenom s K podla stredu L.
Ak ma kruZnica ¢ opisand trojuholniku BV lezat v polrovine K LB, musi v nej lezat
aj jej bod V, ktory je potom nutne vnutornym bodom tsecky CoCq, ktora je ¢astou
osi tsecky AB (obr.4). Uhol SBV je teda ostry (jeho velkost je najviac 3/2), preto
stred kruznice /¢ lezi v polrovine CyC1 B a leZi tam aj jeho kolmy priemet (pripadny bod
dotyku) na priamku K L. Kruznica ¢ sa teda dotyka priamky K L jedine v pripade, ked
je to kruznica opisana trojuholniku BK S, teda ked body B, K, S, V lezia na jednej
kruznici. To nastane, prave vtedy, ked |£C1V B| = |£SK B| (to plati bez ohladu na to,
¢i bod V' lezi medzi bodmi Ci, S, alebo medzi bodmi Cy, S; obr.4). Z pravouhlych
trojuholnikov ABB; a BV () vyplyva |£C1VB| = «, takze rovnost |LC1VB| =
= |{SK B| plati prave vtedy, ked

a:”y—l—%a Gize o= =2y="T2°

Dokézali sme, Ze obe podmienky a) a b) st ekvivalentné s tym, ze trojuholnik ABC
je rovnoramenny s uhlami o = = 72° a v = 36°.

4. V rovine je dand usecka AB. Zostrojte mnozinu taZisk vsetkych ostrouhlyjch troju-
holnikov ABC, pre ktoré plati: Vrcholy A a B, priesecnik vysok V a stred S kruznice
vpisanej do trojuholnika ABC' leZia na jednej kruznici. (J. Svréek)

Riesenie. Pretoze trojuholnik ABC' je ostrouhly, lezia body V a S vnutri neho. Ak
oznad¢ime velkosti uhlov v danom trojuholniku zvy¢ajnym spdsobom, plati (obr. 5)

|KAVB|=180° —y a  |LASB|=90°+ 3.

Body A, B, V a S teda lezia na jednej kruznici prave vtedy, ked |[{AVB| = |{ASB], ¢o
je podla uvedenych vztahov ekvivalentné s rovnostou v = 60°. Vrchol C' tak nutne lezi
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Obr. 5 Obr. 6

na niektorom z dvoch kruznicovych oblukov, z ktorych je vidno tsecku AB pod uhlom
60°. Pretoze je trojuholnik ABC' ostrouhly, musi navySe vrchol C lezat vnutri pasu
ohraniceného kolmicami na priamku AB v bodoch A a B. Vrchol C je teda vnitornym
bodom takto ohrani¢enych kruznicovych oblikov KL a M N (obr.6).

Oznac¢me dalej Cy stred tsecky AB. Pretoze tazisko T kazdého z uvazovanych
trojuholnikov ABC je obrazom bodu C' v rovnolahlosti so stredom C a koeficientom %,
je bod T vnatornym bodom jedného z oblukov K'L’ alebo M’'N’, ktoré st obrazmi
oblika KL a M N v uvazovanej rovnolahlosti.

Pretoze spomenuté rovnolahlost je vzajomne jednoznacné zobrazenie, je zrejmé, Ze
kazdy vnitorny bod oblika K'L’ alebo M’ N’ mé pozadovant vlastnost, t.j. je faziskom
ostrouhlého trojuholnika ABC' s uhlom 60° pri vrchole C', ktorého zodpovedajtce body
V a S lezia na jednej kruznici s vrcholmi A a B.

5. Ndjdite vietky trojice navzdjom roznych prvocisel p, q, r spliiajice nasledujice
podmienky:

plag+r,
q|r+2p,
r | p+ 3q.

(M. Panék)

Riesenie. Hladajme trojice p, ¢, r podla toho, ktoré z tychto troch ¢isel je najviicsie:
> Najvicsie je p. Potom z podmienky p | ¢ + r a z nerovnosti g + r < 2p vyplyva
q +r = p. Z druhej podmienky potom dostaneme q | r + 2p = 3r + 2¢, teda ¢ | 3r,
¢o vzhladom na roznost prvocisel znamené, ze ¢ = 3. Teda p = r + 3 a posledné
podmienka hovori, ze r | r + 12, ¢ize r | 12, teda r = 2 (prvocisla maji byt rozne).
Takze p = 5. Tato trojica naozaj spliia podmienky zo zadania.
> Najvicsie je q. Potom podmienka ¢ | r 4+ 2p a nerovnost r + 2p < 3¢ davaja r +
+ 2p = q alebo 7 + 2p = 2q.
Ak 2q = r + 2p, musi byt r parne. Teda » = 2 a z rovnosti 2¢ = 2 + 2p vyplyva
q = p+ 1, ¢o pre prvocisla p, q vicsie ako » = 2 nie je mozné.
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Ak ¢ = r + 2p, prva podmienka hovori, Ze p | 2r + 2p, teda p | 2r, ¢ize p = 2.
Posledna podmienka potom dava r | p 4+ 3q = 3r 4+ 7p = 3r + 14, teda r | 14, takze
r = 7. Potom ¢ = r 4+ 2p = 11. Téato trojica tiez vyhovuje zadaniu.

> Najvicsie je r. Potom porovname podmienku r | p + 3¢ a nerovnost p + 3q < 4r.
Keby bolo p + 3¢ = 3r, bolo by p = 3(r — q), tedap =3, r —q =1, takze r = 3
a ¢ = 2, ¢o nie su tri rézne prvocisla.
Ak p + 3q = 2r, dostavame z prvej podmienky p | 2(¢ + ) = p + bq, takze p | 5q
a p = 5. Druhd podmienka potom déava ¢ | 2(r + 2p) = 2r 4+ 20 = 3¢ + 25, teda
q = 5 a vyslednu trojicu netvoria rézne prvocisla.
Napokon nech p + 3¢ = r. Prva podmienka potom déva p | p + 4q, takze p | 4q
a p = 2. Druha podmienka hovori, Ze ¢ | r + 2p = 3¢ + 6, teda ¢ | 6 a ¢ = 3, lebo
q # p = 2. Potom r = p 4 3¢ = 11. Tato trojica tiez vyhovuje zadaniu.

RieSenim ulohy st tri trojice prvoéisel (p,q,7), a to (5,3,2), (2,11,7) a (2,3,11).

6. V obore redalnych cisel rieste sustavu rovnic

tg? x + 2 cotg? 2y = 1,
tg2 Y+ 2cotg2 2z =1,
tg? 2z + 2 cotg? 2z = 1.
(J. Svréek, P. Caldbek)

Riesenie. Pre kazdé pripustné ¢ plati

cos? ¢ —sin? S 9 9
:i(tg © + cotg® p — 2).

2 cotg? 2¢ = 2
core 2w ( 2sin ¢ cos ¢

Polozme tg?x = a, tg2y = b a tg? z = ¢, pricom a, b, ¢ st kladné redlne ¢éisla. Dant
sustavu tak prevedieme na tvar

1 1
= (b —):z
a—|—2< + b
1 1
b+ (ct-) =2 (1)
2 c
1 1
c+—<a—l——) = 2.
2 a

Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze a = b = ¢ (pri inom usporiadani
ulohu vyrieSime podobne). Pri takomto usporiadani z predchadzajicej ststavy rovnic
vyplyva

1 1 1
b+-=c+-=a+—.
b c a
Pretoze pre kazdé kladné = plati = + 1/x = 2, zo ststavy (1) navySe vyplyva 0 <
< a,b,c £ 1. Funkcia f(x) = x 4+ 1/x je vSak na intervale (0;1) klesajtca, preto platia
aj nerovnosti

1 1 1
a+-=b+-=rc+ —.
a b c

To spolu s predchadzajucimi nerovnostami déva a = b = c.
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Ostéava tak urcit vsetky u € (0;1), ktoré st rieSenim rovnice
u + %(u + %) =2
Po jednoduchej uprave dostaneme kvadratickti rovnicu
3u? —4du+1=0, t.j. (u—1)(3u—1)=0.
Tato kvadratickd rovnica méa prave dva kladné redlne korene w; = 1 a up = 1/3.

Vzhladom na pouzité substitticie a periodickost funkcie tangens si rieSenim danej
ststavy rovnic prave nasledujtce trojice (z,y, z) realnych éisel

T mw T mw T v T v T
il Tr Tr il 4T 4T 4T )
<4+k12’4+k22’4+k32) & ( g TRim g Hhem £ kT ),

pricom ki, ko, k3 su Iubovolné celé ¢isla a tri znamienka v trojici druhého typu su
vybrané Iubovolne, t.j. navzajom nezavisle.



