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1. Urcte vsetky hodnoty celociselného parametra a, pre ktoré ma rovnica
(x+a)(x+2a) = 3a

aspon jeden celociselny koren. (J. Zhouf)

RieSenie. Po roznésobeni lavej strany a prevedeni ¢lena 3a z pravej strany na lavi
dostaneme kvadratickt rovnicu

2% + 3ax + 2a%> — 3a = 0.

Jej korene (pokial existuji) maji podla zndmeho vztahu tvar

—3a + Va2 +12a
5 )

1,2 =

Hodnota takého vyrazu je celé &islo iba vtedy, ked je éislo a? + 12a druhou mocninou
nejakého celého ¢isla b, o ktorom moézeme predpokladat, Ze je nezaporné. Rovnost b =
= v/a? + 12a upravime umocnenim a doplnenim na Stvorec na tvar

(a+6)* =b*436, cize (a+64b)(a+6—b)=36.

Dostali sme rozklad ¢isla 36 na sucin dvoch celociselnych ¢initelov, ktoré preto musia
maf rovnaké znamienko. Pretoze ich rozdiel

(a+6+0b)— (a+6—0b)=2b

je parne nezaporné ¢islo (pripominame, ze b = 0), maji oba ¢initele rovnaki paritu (st
spolu znamena, ze su len Styri moznosti:
(1) a+6+b=18 aa+ 6 — b = 2. Tato ststava rovnic mé jediné rieSenie a = 4
a b = 8. Skuska: rovnica (z +4)(z + 8) = 12 ma korene —10 a —2.
(2) a+6+b=6aa+6—0b=06.V tomto pripade a = 0 a b = 0. Skaska: rovnica
(x 4+ 0)(x + 0) = 0 ma dvojnasobny koreii 0.
(3) a+6+b=—-2aa+6—b=—18. V tomto pripade a = —16 a b = 8. Skuska:
rovnica (x — 16)(z — 32) = —48 ma korene 20 a 28.
(4 a+6+b=—-6aa+6—b=—6.V tomto pripade a = —12 a b = 0. Skuska:
rovnica (xr — 12)(z — 24) = —36 ma dvojnasobny koren 18.
Odpoved. Hladané hodnoty parametra a su Styri, a to ¢isla 4, 0, —16 a —12.

Iné riesenie. Rovnako ako v prvom rieSeni upravime rovnicu na tvar
2 2 _
z° 4+ 3ax 4+ 2a° —3a =0

a pokusime sa mmnohoc¢len na lavej strane zapisat v tvare sucinu dvoch linedrnych
¢initelov tvaru ax + Ba + . Aj ked taky rozklad neexistuje, experimentovanim zistime,
ze ,takmer vyhovuje® sucin

(z+2a+3)(x+a-—3),
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ktory sa lisi od daného mnohoclena x? + 3ax + 2a® — 3a iba v konstantnom élene;
presved¢it sa o tom mozno roznasobenim. Skiimant rovnicu tak mozno zapisat v tvare

(x+2a+3)(x+a—3)=-9.

Aj ked na pravej strane nie je nula, pre rieSenie v obore celych ¢isel je kazdy podobny
rozklad cenny, lebo existuje iba koneény pocet rozkladov prislusného ¢isla (v nasom
pripade ¢isla —9) na sacin dvoch celociselnych ¢initelov. Vypisme ich:

(1) z+2a+3=9azx+a—-3=-1,Cizea=4ax=-2,

(2) r+2a+3=3azx+a—-3=-3,¢izea=0az=0,

3) z+2a+3=1larx+a—3=-9, ¢izea=4az=-10,
(4) r+2a+3=—-1lazx+a—3=09,¢izea=—16 a z = 28,
(5) r+2a+3=-3ax+a—3=3,¢izea=—12ax=18,

(6) r+2a+3=—-9azx+a—-3=1,¢ize a=—16 a z = 20.

Prichddzame tak k rovnakej odpovedi ako v prvom rieseni: vyhovujice hodnoty
parametra a su ¢isla 4, 0, —12 a —16.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Najdite vsetky hodnoty celoéiselného parametra a, pre ktoré ma rovnica z2 + ax =
= 2005 celoc¢iselné riesenie. [£396, +2004]

N2. V obore celych ¢isel rieste rovnicu 2/a + 3/b = %. [Hladané dvojice (a,b) su (40,4),
(107 5)7 (47 10)7 (27 715) a (710, 3)]

N3. Pre ktoré dvojice prvocisel p a ¢ méa rovnica
prep=3aq=2]

N4. N&jdite vsetky dvojice prirodzenych &isel a a b, pre ktoré ma rovnica 2 — ax + b2 = 0
dva korene, ktorych rozdiel sa rovnd &islu 30. [Hladané dvojice (a,b) s (226,112),
(78,36), (50,20) a (34,8).]

2 4 px = ¢? celociselné riesenie? [Jedine

2. V danom trojuholniku ABC oznac¢me D ten bod polpriamky CA, pre ktory plati
|CD| = |CB]|. Dalej ozna¢me postupne E, F stredy useciek AD a BC. Dokdzte, Ze
| BAC| = 2|£CEF| prdve vtedy, ked |AB| = |BC]|. (P. Leischner)

Riesenie. Ozna¢me G ten bod polpriamky opacnej k polpriamke AC, pre ktory plati
|AG| = |BC| = |CD]| (obr. la pre situaciu, ked |AC| > |BC|, a obr. 1b pre situdciu,
ked |AC| < |BC| — sami si nakreslite a rozmyslite situiciu, ked |[AC| = |BC]).
V trojuholniku ABG oznac¢me eSte ¢ = |[LABG| a § = |{BGA|. Pretoze |[EA| =
= |ED| a |AG| = |CD|, je bod E stred tsecky CG, teda tisecka E'F je stredné priecka
trojuholnika BCG. Plati preto E'F' || GB a z rovnosti sthlasnych uhlov BGA a FEC
dostavame | FEC| = 4. Pretoze uhol BAC je vonkajsim uhlom trojuholnika ABG), pre
jeho velkost a = |{BAC]| plati a = € 4+ §. To znamend, ze rovnost o = 26 zo zadania
ulohy nastane prave vtedy, ked e+6 = 26, ¢ize € = 9. Z trojuholnika ABG vsak vyplyva,
ze rovnost € = 4 je splnend prave vtedy, ked |AB| = |AG], ¢ize |AB| = |BC|. Tym je
ekvivalencia rovnosti a = 20 a |AB| = |BC| dokazana.

Iné riesenie. Namiesto ,,trikom® zvoleného pomocného bodu G z prvého riesenia
zostrojime os o vnatorného uhla BAC' daného trojuholnika ABC' a jej priesecnik so
stranou BC' oznac¢ime H (obr.2a a obr.2b pre situdcie |[AC| > |BC]|, resp. |[AC| <
< |BC|). Vyznam osi o pre rieSenie nasej tlohy je zrejmy: podla sthlasnych uhlov
CEF a CAH usidime, ze rovnost |{BAC| = 2|{CFEF| zo zadania tlohy nastane
prave vtedy, ked budu usecky AH a EF rovnobezné, ¢ize trojuholniky CAH a CEF
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Obr. la Obr. 1b

podobné. Podla vety sus st trojuholniky CAH a CEF podobné prave vtedy, ked je
splneny pomer

|AC| : |HC| = |EC| : |FC. (1)

Rovnost |{BAC| = 2|{CEF)| je teda ekvivalentna s podmienkou (1), ktora teraz
preskimame.

Obr. 2a Obr. 2b

Dlzky tseciek zasttipenych v (1) najskér vyjadrime pomocou dlzok
a=|BC|, b=]AC|, c¢=|AB|

stran zadaného trojuholnika ABC'. Pretoze bod F je stred usecky BC a bod E stred
usecky AD, plati |FC| = |BC|/2=a/2 a

IAC| +|DC|  |AC|+|BC| b+a

EC| =
|C| 2 2 2




Ostéava vyjadrif dlzku tsecky HC. Z rovnosti
|HC|+ |HB| =a, |HC|:|HB|=b:c

(prva z nich je trividlna, druhé vyjadruje zndmy fakt o pomere, v ktorom os vnatorného
uhla deli protifahla stranu trojuholnika, poz. tretiu ndvodna tlohu) dostaneme po
jednoduchom vypocte vyjadrenie

ab

HC| = )
| | b+c

Dosadme teraz vSetky urcené dizky do rovnosti (1) a potom ju dalej ekvivalentne
upravujme:

ab a+b a
b: = D=,
b+c 2 2
b—l—c_a—l—b
a  a
b+c=a+b,
c=a.

Dokézali sme potrebné: podmienka (1) plati prave vtedy, ked ¢ = a, ¢ize |AB| = |BC|.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. K lubovolnému trojuholniku ABC zostrojime ten bod D polpriamky C A, pre ktory
plati |CD| = |CB|. Vyjadrite velkost uhla ABD pomocou velkosti « = |[{ BAC| a 8 =
= |{ABC|. [|[{ABD| = %\oz — B|. Vsimnite si, ze CBD je uhol pri zakladni BD
rovnoramenného trojuholnika BC'D.]

N2. Oznacme zvycCajnym spoésobom «, 3, v vnutorné uhly trojuholnika ABC a pre stred D
strany AC uvazujme este uhly § = |£ADB| a ¢ = |£BDC|. Dokaite, ze rovnosti
d = 2v, e = 2a a § = 90° st navzijom ekvivalentné. [Kazd4 z troch rovnosti je
ekvivalentna s tym, ze |AD| = |BD| = |CD]\]

N3. Dokéazte, ze os vnitorného uhla BAC pretne protilahli stranu BC vseobecného troj-
uholnika ABC v bode H, pre ktory plati |HB| : |HC| = |AB| : |AC|. [Dvoma spésobmi
vyjadrite pomer obsahov trojuholnikov ABH a AC H so zhodnymi vySkami z kazdého
zo spolo¢nych vrcholov A a H.]

3. Rozhodnite, ¢ nerovnost
a(b+1)+blc+1)+c(d+1)+da+1) = t(a+1)(b+1)(c+1)(d+1)

plati pre vsetky také kladné ¢isla a, b, c, d, ktoré spliiaji podmienku
a) ab=cd=1;
b) ac =bd = 1. (J. Simsa)

RieSenie. a) Dant nerovnost budeme ekvivalentne upravovat postupnym roznasobo-
vanim. Akonéhle sa pritom niekde objavi sti¢in ab alebo cd, nahradime ho ¢islom 1:

2@b+a+bc+b+ced+c+da+d) 2 (ab+a+b+1)(cd+c+d+1),
2(ad+bc+a+b+c+d+2) 2 (a+b+2)(c+d+2),
2(ad+bc) +2(a+b+c+d)+4=2ac+ad+bc+bd+2(a+b+c+d)+4,
ad + be = ac + bd,
(a—0b)(c—d) 0.
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Ostatna nerovnost vo vSeobecnosti neplati, ako ukazuje priklada =c=2ab=d =1/2
(hodnoty st zvolené tak, aby bol splneny predpoklad ab = cd = 1).

b) Danti nerovnost budeme upravovat s podobnou stratégiou ako v ¢asti a). Pretoze
vSak tentokrat mozeme ¢islom 1 nahradzat suciny ac a bd, vynasobime na pravej strane
nerovnosti najskor prvy ¢initel s tretim a druhy ¢initel so Stvrtym:

2(ab+a+bc+b+ed+c+da+d) 2 (ac+a+c+1)(bd+b+d+1),
20ab+bc+cd+ad+a+b+c+d) 2 (a+c+2)(b+d+2),
2(ab+bc+cd+ad)+2(a+b+c+d)2ab+ad+bc+cd+2(a+b+c+d)+
ab + bc + cd + da = 4,
(a+c)(b+d) = 4.

Ostatné nerovnost plati pre vietky stvorice kladnych ¢isel a, b, ¢, d splhajice predpoklad
ac=bd = 1. Kaidy zZ oboch ¢initelov a+ca b + d je totiz suctom kladného ¢isla a cisla

.....

u>0 = u+-—222 (1)

vyplyva priamo z identickej rovnosti

u+%=(\/_—%>2+2

a poznatku, ze druhd mocnina Iubovolného realneho ¢isla je nezédporna. Odhad (1)
mozno tieZ ziskat zo zndmej nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom

CL1+CL2+“'
n

A:

+a
° zG: vaias ...y

TubovoInych nezdpornych ¢isel a;, ked zvolime n =2, a1 = u a ay = 1/u.

Odpoved. Skiimana nerovnost pri podmienke a) vSeobecne neplati, pri pod-
mienke b) plati.

Iné riesenie. a) Pouzijeme ,dosadzovaciu stratégiu“: z danej podmienky ab =
= cd = 1 vypocitame b = 1/a, d = 1/c a takto vyjadrené ¢isla b a d dosadime do
skimanej nerovnosti. Dostaneme nerovnost s dvoma (uz nezavislymi) premennymi a
a c¢. NaSou tlohou bude zistit, ¢i pre Tubovolné hodnoty a > 0 a ¢ > 0 plati

a(£+1>+l(c+1)+c(l+l) ~(a+ 1)2%(@4—1)(——1—1)(04—1)( +1)
24atet o+ +1+%§%<2+a+é><2+c+—>,
1
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Vidime, Ze ostatnd nerovnost pre kladné éisla a, ¢ vSeobecne neplati, staci zvolit napr.
hodnoty a = ¢ = 2, ktorym zodpovedaji hodnoty b = d = 1/2.

b) Podobne ako v ¢asti a) z danej podmienky ac = bd = 1 vypocitame teraz ¢ =
= 1/a, d = 1/b a po dosadeni za ¢, d do skiimanej nerovnosti dostaneme nerovnost
s nezavislymi premennymi a > 0a b > 0:

a(b+ 1)+b<2+1) +2(%+1) +%(a+1) 2 %(a+1)(b+1)(2+1)(%+1>,

1 1 a b 1_1 1 1
ab+a+b+a+—+—+—+—>—<2—|—a+a><2—l—b+—>,

b b a ab~ 2 b
1 1 b 1 1 2 2 b 1
ab—l—a—l—b+—+—+g+—+—§—(4+2a—|—26—|—ab+——|——+—+g+—),
a b b a ab 2 a b a b ab
a b 1
b+ -+ -+ — > 4.
@ +b+a+ab_

Ostatné nerovnost vSak zrejme plati pre Iubovolné kladné ¢isla a a b, lebo je stcétom
dvoch nerovnosti

1 b
ab+ — =22 a ﬂ+_§2
ab b «a

typu (1) z prvého riesenia, a to pre hodnoty u = ab, resp. u = a/b.
NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Ak a>0,b>0aab=2, potom (a+ 1)(b+ 2) = 8, dokazte.
N2. Dokéazte, ze a®>+3 = 2v/a? + 2 pre kazdé realne a. [Pouzite odhad (1) pre u = Va2 + 2.]

N3. Dokazte, ze
(@bted)| =+>2)=4
a c —+— | =
ac  bd

pre lubovolné kladné ¢&isla a, b, ¢, d. [Roznéasobte a pouzite dve nerovnosti (1).]

N4. Dokéazte, Ze (a? +a+1)(b%>+b+1)(c?+c+1)(d? +d+1) = 8labed pre lubovolné kladné
cisla a, b, ¢, d. [C‘initele na lavej strane vydelte postupne ¢islami a, b, ¢, d a potom
pouzite Styri nerovnosti (1).]

4. KazZdi z hviezdiciek v zapisoch dvanastmiestnych cisel A = *x88 888888888, B =
= x11111 111 111 nahradte nejakou ¢islicou tak, aby vyraz [14A—13B| mal ¢o najmensiu
hodnotu. (J. Simsa)

Riesenie. Hviezdicku v ¢isle A nahradime dislicou a, hviezdicku v ¢isle B ¢islicou b
a vyjadrime vyraz 14A — 13 B algebraicky ako linearnu funkciu (neznamych) éislic a a b.

Pretoze plati
99999999999999 10 —1

11111111111111 = ,
9 9
maju ¢isla A a B vyjadrenia
1

A:a-1011+§-(1011—1) a B:b-1011+§-(1011—1),

odkial dostavame
14-8—-1
14A — 13B = (14a — 13b) - 10" + % (10M —1) = )

= (14a — 13b 4 11) - 10" — 11.
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Iste si uvedomime, zZe absolitna hodnota takého vyrazu je miniméalna prave vtedy,
ked je minimélna absolitna hodnota vyrazu 14a — 13b + 11. Detailne to zdovodnime
nerovnostami az potom, ako zistime, ¢i pre niektoré ¢islice a, b dokonca neplati rovnost
14a — 13b + 11 = 0. Ak z takej rovnice vyjadrime neznamu b, dostaneme

14 11 -2
P L

13 13

Vsimnime si, Ze pre lubovolnu ¢islicu a plati —2 < a — 2 < 7. Vidime tak, Ze hodnota b
dané ostatnym vztahom je celociselnd iba v pripade a —2 = 0, ked a = 2 a b = 3.
Iba pre také ¢islice a, b plati 14a — 13b + 11 = 0, takze podla (1) potom méame |14A —
— 13B| = 11. Pre Iubovolnt ina dvojicu éislic a, b vSak plati 14a — 13b + 11 # 0, takze
tentoraz podla (1) ustdime, Ze

bud 14a—13b+112>1, ateda 144 —13B =10 —11 > 11,
alebo 14a —13b+11 < —1, ateda 144 —13B < —10' —11 < —11,

v oboch pripadoch teda [14A — 13B| > 11.

Odpoved. Vyraz |14A — 13B| mé najmensiu mozni hodnotu iba vtedy, ked hviez-
dicky v ¢islach A, B nahradime postupne ¢islicami 2 a 3.

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1. Najdite vsetky dvojice prirodzenych cisel a a b, pre ktoré plati 55a + 16b = 2005.
[Vyhovuju dvojice (a,b) tvaru (3,115), (19,60) a (35,5). Navod: Cislo b musi byt
delitelné piatimi, ¢islo 56 — 3 delitelné jedendstimi.]

N2. N4jdite najvécsiu zdpornu a najmensiu kladna hodnotu vyrazu 12-a555—5-6777, kde
a a b st prvé cislice stvorcifernych cisel, ktorych dekadicky zapis je vyznaceny Ciarou
nad ¢islicami. [—225, resp. 1775.]

N3. Pre ktoré prirodzené éisla a, b, ¢ plati 7a 4+ 5b = 333 a zaroven 4a + 11lc = 2227 [Iba
pre a = 39, b = 12 a ¢ = 6. Skuimajte delitelnost ¢islami 11, 7, 5 a 4.]

5. Kruh so stredom S a polomerom r je rozdeleny na Styri casti dvoma tetivams,
z ktoryjch jedna md dizku v a druhd md od stredu S wvzdialenost /2. Dokdzte, Ze
absolutna hodnota rozdielu obsahov tych dvoch casti, ktoré maji spolocény prave jeden
bod a pritom Ziadna z nich neobsahuje stred S, je rovnd jednej Sestine obsahu kruhu.

(P. Leischner)

Riesenie. Oznac¢me dané tetivy AB a C'D ako na obr. 3, kde je tiez vyznaceny stred P
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tetivy AB. Podla zadania plati |[SP| = $r a [CD| = r. Skimany rozdiel obsahov dvoch

A

o _—D

Obr. 3

svetlo vyfarbenych ¢asti kruhu sa nezmeni, ked ku kazdej z nich pripojime tu ist
(tretiu) cast kruhu, ktord méa s jeho hrani¢nou kruznicou spoloény oblik AC a je na
obr. 3 vyfarbena tmavo. Tak vznikna dve kruhové odseky, jeden nad tetivou AB, druhy
nad tetivou C'D. Ich obsahy st urc¢ené velkostami uhlov ASB a C'SD. Z rovnostranného
trojuholnika C'SD ihned mame |£CSD| = 60°, takze obsah S; odseku nad tetivou C'D

je rovny
g mr? r2\/3
T 6 4
V pravouhlom trojuholniku APS plati |AS| : |SP| = 2 : 1, takze |[LASP| = 60°,
|LASB| = 2|£ASP| = 120°, |AB| = rv/3 a obsah Sy odseku nad tetivou AB je rovny

7T7“2 7”2\/§
Gy =" - Y2
3 4

Teraz uz lahko ur¢ime rozdiel Sy — Si:

7TT2 T2\/§ 7TT2 7‘2\/5 7'('7"2
Rl U e -

6 4

¢o je pravé Sestina obsahu celého kruhu.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Nech P je priesecnik uhlopriecok konvexného Stvoruholnika ABCD. Dokézte, ze tro-
jubolniky ADP a BCP maja rovnaky obsah prave vtedy, ked AB || CD. [Rozdiel
obsahov trojuholnikov ADP a BCP je rovnaky ako rozdiel obsahov trojuholnikov
ABD a ABC, ktoré maju spolo¢nu stranu A B, takze maja rovnaky obsah prave vtedy,
ked maju zhodné vysky z protilahlych vrcholov D a C']

N2. Vypocitajte obsah prieniku kruhov K1(S1,r) a K2(S2,7v3), ak |S1S2| = 2r. [%7‘1’7‘2 —
—12y/3]

N3. Kruhy K1, K2, K3 a K4 so zhodnym polomerom r maju stredy vo vrcholoch stvorca C
so stranou 7v/2. Kruh K s polomerom 2r ma stred v prieseéniku uhloprie¢ok §tvorca C.
Vypoéitajte v rovine obsah mnoziny K — (K1 U K2 U K3 U K4). [(27 — 4)r?]



6. Urcte najmensie prirodzené ¢islo n s nasledujicou vlastnostou: Ked zvolime n roznych
prirodzenych cisel mensich ako 2005, su medzi nimi dve take, Ze podiel suctu a rozdielu
ich druhgch mocnin je vicsi ako tri. (J. Zhouf)

Riesenie. Zistime najskor, pre ktoré prirodzené ¢isla a, b plati spomenuté nerovnost

a’® + b?

Aby bol zlomok na lavej strane kladny, musi platit a® > b2, ¢ize a > b. Ak je tato nutna
podmienka splnend, vynasobime obe strany skimanej nerovnosti kladnym é&islom a? —

— b2 a dalsimi dpravami dostaneme

a® +b* > 3(a® — b?),
4b% > 242,

b2 > a.

Zistili sme, ze dve prirodzené ¢isla a, b vyhovuju podmienke (1) prave vtedy, ked platia
nerovnosti 1 < a/b < V2.

Prirodzené ¢isla od 1 do 2005 teraz rozdelime do skupin tak, aby v nich bolo ¢o
najviac Cisel a aby podiel najvacsieho a najmensieho c¢isla kazdej skupiny bol mensi ako

V2. Urobime to tak, ze do skupin budeme postupne zaradovat ¢isla 1, 2, ... a k novej
skupine vzdy prejdeme, az ked to bude nutné.! Dostaneme tak tychto dvadsat skupin:

Ay = {1}, Az = {2},

Az = {3,4}, Ay =1{5,6,7},

As ={8,... 11}, Ag = {12,...,16},

A7 ={17,...,24}, Ag = {25,...,35},

Ag = {36,...,50}, Ao ={51,...,72},

Ay ={73,...,103}, A1 = {104, ... ,147},

Az = {148,...,209}, Ay = {210,...,296},
Ays = {297,... ,420}, Ajg = {421,... 595},
Ar = {596, ... 842}, Az = {843,...,1192},
Ajg = {1193,... 1687}, Ay = {1688,...,2005}.

Vysvetlime napriklad, ako vznikla skupina A;;. Cislo 73 sme uz nemohli zaradit do
skupiny Ajq, lebo pre jeho podiel s najmensim ¢islom 53 tejto skupiny plati

321,431...>1,414...=\/§.

Cislo 103 sme este mohli do skupiny A;; zaradit, lebo

1
7%3 =1,410... < 1,414... = V2.

! na porovnéavanie podielu a/b s ¢islom /2 vyhodne vyuZijeme napriklad kalkulacku.
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Aky mé zostrojené rozdelenie vyznam pre rieSenie zadanej tlohy? Pre Iubovolné
dve ¢isla a, b z tej istej skupiny A; nerovnost (1) plati. Skupin A; je spolu 20. Ak teda
vyberieme Tubovolne 21 ¢isel z mnoziny A7 U As U ... U Ay, budil niektoré dve z nich
patrif do rovnakej skupiny A;,2 teda budu spliiat (1). Preto ¢islo n = 21 m4 vlastnost
zo zadania ulohy. Cislo n = 20 ju vSak nemé: ak vyberieme z kazdej zo skupin A; jej
najmensi prvok, dostaneme dvadsaft ¢isel

1,2,3,5,8, 12, 17, 25, 36, 51, 73, 104, 148, 210, 297, 421, 596, 843, 1193, 1688, (2)

medzi ktorymi nie st ziadne dve ¢isla a, b spliiajice (1), lebo podla nasej konstrukcie
je podiel nasledujtceho &isla k &slu predchadzajucemu vzdy vacsi ako v/2.
Poznamenajme, ze len uvedenie dvadsiatich ¢isel (2) z predchédzajuceho odstavca
nemozno povazovat za plné rieSenie tlohy, aj ked prehlasime, Ze sme tito dvadsaticu
vybrali ,co najlepsie“, t.j. aby mala ¢o najviac prvkov a aby ziadne dva z nich ne-
spliali (1).2 Nemoznost vyberu podobnej skupiny 21 é&isel je potrebné nespochybnitelne
zddvodnif. Na to nam poslazil priehradkovy princip uplatneny na zostrojené skupiny A;.
Odpoved . NajmensSie prirodzené ¢islo s pozadovanou vlastnostou je n = 21.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Na vecierku je niekolko hosti. Dokazte, Ze dvaja z nich maji medzi ostatnymi hostami
rovnaky podet priatelov (priatelstvo je symetricky vztah: ak je A priatelom B, je aj
B priatelom A). [Ak kazdy z hosti m4 na vecierku aspon jedného priatela, rozdelte
hosti do skupin tak, aby v rovnakej skupine boli prave ti, ktori maji na vecierku
rovnaky pocet priatelov. Skupin je menej ako hosti. V opaénom pripade mozeme
predpokladat, Ze na vecierku je jediny host bez priatelov. Na ostatnych hosti potom
pouzijeme predchadzajicu tvahu. Alebo si uvedomte, Ze nemdzu sucasne existovat
host bez priatelov a host, ktory je priatelom vSetkych hosti. Odtial priamo vyplyva,
ze spomenutych skupin je menej ako hosti.]

N2. Dokéazte, ze z lubovolnej n-tice celych éisel mozno vybrat jedno alebo niekolko ¢isel
tak, ze sucet vybranych ¢isel je delitelny ¢islom n. [Oznadte ¢isla a1, ... ,ap a rozdelte
n suctov s1 = a1, s2 = a1 + a2, S, = a1 + - -- + an do skupin podla ich zvyskov po
deleni ¢&islom n.]

N3. Ak vyberieme vo Stvorci 3 X 3 Tubovolnych desat bodov, potom niektoré dva z nich
maji vzdialenost najviac v/2, dokazte. [Rozdelte cely Stvorec na 9 Stvorcov 1 x 1,
v jednom z nich lezia dva z vybranych bodov.]

N4. Uréte najmensie prirodzené éislo n s vliastnostou: ak vyberieme fubovolnych n réznych
¢isel z mnoziny {1,2,...,100}, tak medzi vybranymi ¢islami existuja dve &isla, ktorych
a) rozdiel je delitelny ¢islom 11, b) rozdiel je rovny 11, ¢) stdet je rovny 111. [a) n = 12,
b) n = 56, c) n = 56. Navod k b): Cisla od 1 po 110 (nie iba po 100) rozdelte do 55
dvojprvkovych skupin {z, 411}, kde x = 22k+75, k € {0,1,2,3,4}aj € {1,2,...,11}.
Ak vyberieme z kazdej skupiny mensie z oboch ¢isel, dostaneme 55 ¢isel z mnoziny

{1,2,...,100}, ktoré pozadovant vlastnost nemaji. Ak vyberieme 56 ¢isel z mnoziny
{1,2,...,100}, lezia dve z nich v rovnakej skupine. Navod k c): Cisla od 1 do 110
rozdelte do 55 dvojprvkovych skupin {z,111 — z}, kde =z € {1,2,...,55}, a urobte

podobnt tvahu ako v Casti b).]

2 Tomuto zrejmému poznatku sa hovori priehradkovy alebo aj Dirichletov princip. VSeobecnejsie znie
takto: Ak je mk+1 predmetov umiestnenych do m skupin, lezi v niektorej z nich aspon k+1 z tychto
predmetov. V nasom pripade je m =20 a k = 1.

3 K overeniu poznatku, ze éislo n = 20 skiimantd vlastnost nemd, mézu poslazit aj mnohé iné dvad-
satice ¢isel. Napriklad ¢islo 1688 v (2) mozeme nahradif ktorymkolvek inym ¢islom zo skupiny A2g
a podobne.
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