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1. Dokazte, Ze pre lubovolné kladné c¢isla a, b, ¢ plati nerovnost

(D)0 Der D)z

Zistite, kedy nastdva rovnost. (J. Simsa)

RieSenie. Lava stranu L dokazovanej nerovnosti najskor upravime roznésobenim
a vzniknuté ¢leny zoskupime do suc¢tov dvojic navzajom prevratenych vyrazov:

L:<a+%><b+%><c+%):<ab+1+%+i><c+é>:

- (abc—i—aibc)+<a+é)+(b+%>+(c+%)-

(rrd)-2- (i ) 2o

pri¢om rovnost nastane prave vtedy, ked v = 1, pre vyraz L plati L =2 24+2+2+2 = 8,
¢o sme mali dokézat. Rovnost L = 8 nastane prave vtedy, ked plati

Pretoze pre u > 0 je

1 1 1 1
abc+ — =a+-=b+-=c+ - =2,
abce a b c

teda, ako sme uz spomenuli, prave vtedy, ked abc = a = b = ¢ = 1, t.]. prave vtedy,
keda=b=c=1.

Poznamka. Dodajme, Ze upravend nerovnost

1 1 1 1
abc+a+b+c+—-—+-+-+—2=38
a b ¢ abc

vyplyva okamzite aj z nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom
Osmich cisel

1 1
e —
c

’ abc’

1
abe, a, b, ¢, —,
a

— o

lebo ich stéin (a teda aj geometricky priemer) je rovny ¢islu 1, takze ich aritmeticky

priemer méa hodnotu aspon 1.

Iné riesSenie. V dokazovanej nerovnosti sa najskor zbavime zlomkov, a to tak, Ze
obe jej strany vynasobime kladnym ¢islom abc. Dostaneme tak ekvivalentnii nerovnost

(ab+ 1)(bc+ 1)(ac+ 1) = 8abe,
ktord mé po roznasobeni lavej strany tvar
a?b?c? + a®be + ab’c + abc® + ab + ac + be + 1 = 8abe.
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Poslednt nerovnost mozno upravit na tvar
(abc — 1)? 4+ ab(c — 1)* + ac(b — 1)® + be(a — 1)% = 0.
Téato nerovnost uz zrejme plati, lebo na lavej strane mame stcet Styroch nezdpornych

vyrazov. Pritom rovnost nastane prave vtedy, ked mé kazdy z tychto Styroch vyrazov
nulovii hodnotu, teda prave vtedy, ked

abc—1=c—1=b—-—1=a—-1=0,

Iné riesenie. Dant nerovnost mozno dokézat aj bez roznasobenia jej Tavej strany.
Stac¢i napisat tri AG-nerovnosti

O OO RO CHEN

Ich vynasobenim dostaneme

O QO RO R

odkial po nasobeni 6smimi obdrzime dokazovani nerovnost. Rovnost v nej nastane
prave vtedy, ked nastane rovnost v kazdej z troch pouzitych AG-nerovnosti, teda prave
vtedy, ked sa ¢isla v kazdej ,,priemerovanej“ dvojici rovnaju:

N =

a .

Z prvych dvoch rovnosti vyplyva a = ¢, po dosadeni do tretej rovnosti potom vychadza
a=c=1,tedaajb=1.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 4 body za dodkaz nerovnosti a 2 body za uplni analyzu
pripadu rovnosti (1 bod za uvedenie pripadu a = b = ¢ = 1, 1 bod za vylucenie inej moznosti). Za
spravne roznéasobenie Tavej strany nerovnosti dajte 1 bod, 1 az 2 body za tucelné vyuzitie jednej alebo
niekolkych AG-nerovnosti alebo nerovnosti u + 1/u = 2 (oboje mozno povazovat za znadme poznatky,
vratane pripadu rovnosti, nie je potrebné ich dokazovat), 1 bod za dokonéenie ddkazu nerovnosti.

2. Na prepone AB pravouhlého trojuholnika ABC' uwvazujme také body P a Q, Ze |AP| =
= |AC| a |BQ| = |BC|. Oznac¢me M priesecnik kolmice z vrcholu A na priamku CP
a kolmice z vrcholu B na priamku CQ. Dokadzte, Ze priamky PM a QM su navzdjom

kolmé. (J. Svréek)

Riesenie. Podla zadania je trojuholnik APC rovnoramenny. Priamka AM prechddza
jeho hlavnym vrcholom A kolmo na zékladnu CP, je teda osou vnutorného uhla C AP
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(obr.1). Body C a P st preto simerne zdruzené podla priamky AM, takze uhly APM

B
\
\ P
\
/
\>/
/\
\
T~L N Q
~_ NM —=
/ I -
/ NPty
/ // \\\
a0 T=
C A

Obr. 1

a ACM st zhodné. (Inymi slovami trojuholniky APM a ACM st zhodné podla vety
sus: zodpovedajuce si strany AC' a AP zvieraju so spolo¢nou stranou AM rovnaky
uhol vdaka tomu, ze AM je osou uhla CAP.) Podobne z rovnoramenného trojuholnika
BQC odvodime, ze BM je osou uhla C'B(Q), takze aj uhly BQM a BC'M st zhodné.

Rovnosti |[{APM| = |[{ACM]| a | BQM| = |£{BC M| znamenaju, Ze pre vnitorné
uhly trojuholnika PQM pri vrcholoch P, () plati

|LQPM| + |£PQM| = |{APM| + |£BQM| =
= |{ACM| + |{BCM| = |£ACB| = 90°,

teda vnutorny uhol pri tretom vrchole M je pravy.

Iné riesenie. Bod M ako priesecnik osi uhlov CAB a CBA lezi aj na osi pra-
vého uhla ACB. Preto uhly ACM a BCM maja oba velkost 45°, takze |[{APM| =
= |LACM| = 45°, |{BQM| = | BCM| = 45° a trojuholnik PQM je rovnoramenny
pravouhly s pravym uhlom pri vrchole M.

Iné rieSenie. Zo simernosti bodov P a C' podla priamky AM vyplyva |PM| =
= |C M|, zo stimernosti bodov @ a C podla BM vyplyva |QM| = |CM]|. Teda |PM| =
= |QM| = |CM| abod M je stredom kruznice opisanej trojuholniku PQC'. Pritom ak
ozna¢ime « a (3 uhly pri vrcholoch A a B (obr.2), plati a + 3 = 90° a

(90° — 1a) + (90° — 1) — |LPCQ| = 90°,

takze |[LPCQ| = 45°. To je velkost obvodového uhla nad tetivou P(@ spomenutej
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kruznice. Velkost zodpovedajiceho stredového uhla PMQ je teda 90°.
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Obr. 2

Za aplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za zdévodnenie, ze bod M je priese¢nikom osi vnutornych
uhlov trojuholnika ABC.

3. Najdite vsetky dvojice celych cisel a, b, pre ktoré Ziadna z rovnic
> +ar+b=0, vy +by+a=0

nemd dva rozne redlne korene. (E. Kovac)

Riesenie. Kvadratickd rovnica md dva rozne redlne korene prave vtedy, ked jej diskri-
minant je kladny. Preto dvojica celych ¢&isel a, b spliia zadant podmienku prave vtedy,
ked diskriminanty

Dy =a%?—4b, Dy=0b>—4a

nie st kladné, teda ked plati
a®><4b a b < 4a. (1)

Odtial najprv vyplyva, Ze obe ¢isla b aj a st nezédporné (pretoze st nezadporné obe ¢isla
)

a? a b?). Teraz sa na (1) pozrieme ako na stistavu nerovnic s nezndmou b a nezdpornym

parametrom a a lahko ju v obore nezapornych ¢isel vyrieSime:

CL2

—=b
4

A
A

2V/a. (2)

Néajdeny interval je nepréazdny prave vtedy, ked pre nezaporny parameter a plati
nerovnost

&2

4

A

2Va, ¢&ize a< 4.



Pretoze ¢isla a, b st podla zadania celé, z odvodenych nerovnosti 0 < a < 4 vyplyva, ze
¢islo a lezi v mnozine {0, 1,2,3,4}. Kazdé také a jednotlivo do krajnych vyrazov v (2)
dosadime a vypiseme, ktoré celé b v prisluSnom intervale lezi:

a=0: 0<b<0 < be{o0},
a=1 1<b<2 = be{l,2},
a=2 1<b<2V2 «— be{l1,2},
a=3 2<b<2/3 < be {3},
a=4 4<b<4 = be {4}

Odpoved. Vyhovuje prave sedem dvojic (a,b):

(0,0), (1,1), (1,2), (2,1), (2,2), (3,3) a (4,4).

Pozndmka. Z nerovnosti (1) mozno odvodit nielen 0 < a < 4, ale z dovodu symet-
rickosti aj 0 < b < 4. Preto namiesto nami popisaného riesenia tipravou na ststavu (2)
staéi jednotlivo otestovat 25 dvojic (a,b), kde a,b € {0,1,2,3,4}, ¢i vyhovuju sustave
nerovnosti (1). Taka dlohu mozZno tiez interpretovat geometricky: v prvom kvadrante
sturadnicového systému Oab hladdme tie body s celoc¢iselnymi stiradnicami, ktoré lezia
vnutri alebo na okraji oblasti ohrani¢enej parabolami s rovnicami 4a = b a 4b = a?
(obr. 3).

o1 2 3 4

Obr. 3

Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za vyslovenie podmienok na oba diskriminanty a ich
vyjadrenie nerovnostami (1), 2 body za urcenie ohraniceni 0 a 4 pre hodnoty a, b a 2 body za ndjdenie
vSetkych rieseni. Pokial riesitel namiesto neostrych nerovnosti (1) chybne napisSe len prislusné ostré
nerovnosti a tie potom spravne vyriesi (a tak dostane 3 zo 7 rieseni), dajte 3 body.



