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1. Urcte vsetky dvojice prvocisel p, q, pre ktorée plati
p+a*=q+p°.

(J. Svréek)

Riesenie. Dant rovnicu upravime na tvar

q(¢g—1)=plp—-1)(p+1).

Odtial vyplyva p < ¢ (keby totiz bolo p 2 ¢, potom ajp—1 = ¢—1, a pretoze p+1 > 1,
bolo by p(p—1)(p+1) > q(qg—1)) atiez q | p(p—1)(p+1). Pretoze ¢ je prvocislo, musi
platit aspon jeden zo vztahov ¢ | p, ¢ | (p — 1), ¢ | (p + 1). Vzhladom na podmienky
p < qap > 1nemdze q delit ani p ani p — 1, a preto q | (p + 1). Musi teda platit
g<p+1latospolusp<qgdévaq=p+1.

Jediné dve prvocisla lisiace sa o 1 su 2 a 3. Preto p = 2 a ¢ = 3. Skaskou overime,
7e naozaj plati 2 + 32 = 3 4 23,

Poznamka. Nerovnost p < ¢ sa da dokazat aj touto ivahou: Zrejme p # ¢. Prvodisla
p a q st teda nestudelitelné, a pretoze p | g(g—1), musi platit p | (¢—1) a odtial p < ¢—1.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Za zistenie, ze p < ¢, dajte 1 bod; 2 body za doékaz ¢ | (p + 1) a dalsie
dva za ¢ = p + 1 a z toho vyplyvajice p = 2, ¢ = 3. Siesty bod dajte za overenie, ze dvojica p = 2,
q = 3 je naozaj rieSenim.

2. Obdlznik ABCD so stranami dlzok |AB| = 2008 a |BC| = 2006 je rozdeleny na
2008 x 2006 jednotkovych Stvorcov a tie su striedavo ofarbené ciernou, sivou a bielou
farbou podobne ako obdlZnik na obr. 1: stvorce pri vrcholoch A a B su cierne, §tvorce
pri vrcholoch C' a D st biele. Urcte obsah tej casti trojuholnika ABC, ktord je sivd.

Obr. 1

(Pavel Novotny)

RieSenie. Siva ¢ast obdlznika ABCD so stranami dlzok 3n + 1 a 3n — 1, ktory ma
jednotkové stvorce pri dvoch vrcholoch ofarbené c¢iernou farbou a jednotkové Stvorce
pri dalsich dvoch vrcholoch bielou farbou, je symetricka podla stredu obdlZnika. Preto
je siva ¢ast trojuholnika ABC' zhodna so sivou ¢astou trojuholnika C DA, a teda obsah
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sivej ¢asti trojuholnika ABC je rovny polovici obsahu sivej ¢asti obdlznika ABCD.
Obdlznik ABCD rozdelime na obdlznik so stranami dizok 3n a 3n — 1 a pésik 3n —
— 1 jednotkovych stvorcov, v ktorom jeden koncovy sStvorec je Cierny a druhy biely.
V obdlzniku 3n x (3n— 1) je poéet Giernych, bielych aj sivych §tvoréekov rovnaky, takze
sivich je n(3n —1). Keby sme k pasiku dizky 3n — 1 pridali jeden sivy stvoréek, bol by
tam tiez rovnaky pocet n Giernych, bielych a sivych Stvoréekov; v pasiku dizky 3n —1 je
teda n — 1 sivych tvoréekov. Sivych §tvoréekov v obdlzniku ABCD je n(3n —1)+ (n—
— 1) = 3n% — 1 a siva dast trojuholnika ABC ma obsah S = 1(3n* — 1); pre obdlznik
2008 x 2006 je n = 669, takze

1 1 /1 1 (/4028049
= _—.(2 . —DN==.(Z.20072-1) ==/ _1) =
S 5 (2007 - 669 — 1) 5 (3 007 ) 5 ( 3 )
402804
::_flé;g_g = 671341.

Pozndmka. Obsah sivej ¢asti trojuholnika ABC mdZeme urcit aj tak, ze po dia-
gonalach vypocitame pocet sivych stvorcekov, ktoré su celé obsiahnuté v trojuholniku
ABC a pripo¢itame polovicu poétu §tvoréekov v prostrednej sivej diagonale obdlznika
ABCD. T4 je symetricka podla stredu obdlznika ABCD, takze jej ¢ast leziaca v troj-
uholniku ABC' je zhodna s ¢astou leziacou v trojuholniku C'D A:

1
S:3+6+...+2004+§-2006:334-2007+1003=671341.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. 3 body dajte za dokaz toho, Ze obsah sivej Casti trojuholnika ABC' je
rovny polovici obsahu sivej asti obdlznika ABCD. Nestaéi argumentovat zhodnostou trojuholnikov
ABC a CDA, napriklad obsahy ich bielych éasti nie st rovnaké. Dalsie tri body dajte za spravny
vypocet obsahu.

3. V lichobeiniku ABCD, ktorého zikladriia AB md dvakrdt vicsiu dlizku ako zd-
kladria CD, oznacme E stred ramena BC. Dokadzte, Ze kruznica opisand trojuholniku
CDE prechddza stredom uhlopriecky AC prave vtedy, ked strany AB a BC' su navzdjom
kolme. (P. Leischner)

Riesenie. Ozna¢me S stred uhlopriecky AC. Usecka SFE je stredna priecka trojuholnika
ABC, preto |SE| = 1|AB| = |DC|. Usetky SE a DC st rovnobezné a zhodné, preto
je SEC'D rovnobeznik.

Kruznica opisana trojuholniku CDE prechddza bodom S prave vtedy, ked je
rovnobeznik SECD tetivovy. Stvoruholnik je tetivovy prave vtedy, ked je stiéet velkosti
jeho protilahlych uhlov 180°. V rovnobezniku st ale protilahlé uhly zhodné, takze je
tetivovy prave vtedy, ked to je pravouholnik, ¢ize uhol ECD, a teda aj uhol ABC je
pravy.

Za 1plné riesenie dajte 6 bodov, z toho 3 body dajte za dokaz toho, ze SEC D je rovnobeznik a dalsie
3 body za dokaz kolmosti.



4. Dokazte, Ze pre lubovolné€ redlne ¢isla a, b, ¢ z intervalu (0,1) plati
1<a+b+c+2ab+bc+ca)+3(1—-a)(l—-0)(1—-c)=9.
(J. Simsa)
Riesenie. Ozna¢me V =a + b+ c+2(ab+ bc+ ca) + 3(1 — a)(1 — b)(1 — ¢). Plati

a+b+c+(1—a)(1-b)(1—c) =14+ab+ac+bc—abc=1+ab(l—c)+ac+bc =1,
2(ab+bc+ca)+2(1 —a)(1—b)(1—c) = 0;

séitanim tychto nerovnosti dostaneme V' > 1.
Oznaéme z =1—a,y=1—0>,2 =1 — ¢; potom z, y, z st ¢isla z intervalu (0, 1) a

V=l—-as+1—-y+1—-2+2[(1-2)1-y)+(1-y)(1—2)+ (1—2)(1—2z)] + 3zyz =
=3—(r+y+2)+2B-2@+y+2)+try+yz+zz|+3vyz =
=9-5(x+y+2)+2xy+yz+zz)+ 3xyz =
=9—-2z(1—y)—2y(l—2)—22(1—2) —3z(l —yz) —3y — 32 9.

Iné riesenie. Ak a = 0, potom

2 2 4
V=b+c+2bc+31—-0)(1—-¢c)=3+5bc—2b—2c=3+5 (b— 5) (c—g> ~5
Pretoze b,c € (0, 1), vyraz (b—2/5)(c—2/5) nadobtida najvicsiu hodnotu pre b = ¢ =1
a najmensiu hodnotu pre {b,c} = {0,1}, a teda

2y 3 4
3+5-(—=) - =—=SVS3+5----——
w5 (-2) 2-svsas
Cize
1SV <4
Ak a =1, potom
V=1+b+c+2(b+bc+c),

zrejme teda
1SV <=0

Ak b, ¢ st lubovolne, ale pevne zvolené ¢isla z intervalu (0,1), je V linedrnou
funkciou premennej a € (0,1) alebo je V konstanta. Linedrna funkcia definovana
v uzavretom intervale nadobiida extrémne hodnoty v koncovych bodoch tohto intervalu.
Pretoze pre a = 0 aj pre a = 1 plati 1 £ V < 9, plati tato nerovnost pre vSetky a €
€ (0,1).

Iné rieSenie. Pretoze vyraz V je linedrny vzhladom na kazdt z premennych
a,b,c € (0,1), nadobtda extrémne hodnoty pre {a,b,c} € {0,1}. Pre a = b = ¢ =
= 0 je V = 3. Ak dve z ¢isel a, b, ¢ sa rovnaju nule a tretie sa rovna jednej, plati
V = 1. Ak sa dve z ¢isel a, b, c rovnaju jednej a tretie sa rovna nule, potom V = 4. Pre
a=b=c=1jeV =9. Preto plati 1 <V < 9 pre vsetky a,b,c € (0,1).

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov: za dokaz nerovnosti V = 1 dajte 2 body, za dékaz nerovnosti V' 5 9
dajte 4 body.



