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1. Neprdzdnu podmnozinu prirodzenych cisel nazveme malou, ked md menej prvkov,
ako je jej najmensi prvok. Urcte pocet vsetkych tych malych mnozZin M, ktore su
podmnozinami mnoziny {1,2,3,...,100} a maji nasledovnd vlastnost: ak do M patria
dve rozne ¢isla x ay, potom do M patri aj ¢islo |z — y|. (J. Foldes)

Riesenie. Zistime najskor, ako vyzeraju vsetky konecné neprazdne mnoziny M priro-
dzenych d¢isel s (k[u¢ovou) vlastnostou zo zaveru zadania. Az potom posudime, ktoré
z tychto mnozin st malé a urc¢ime pocet tych z nich, ktoré s zostavené z cisel od 1
do 100.

Nech M je teda lubovolna kone¢nd neprézdna mnozina prirodzenych ¢isel s vlast-
nostow: ak x,y € M a x # y, tak aj |x — y| € M. Predpokladajme, Ze M mé prave
k prvkov a usporiadajme ich podla velkosti od najmensieho ¢isla po najviicsie:

T1 < To <y <...<Zg.

V pripade k = 1 splita mnozina M = {z;} dant vlastnost trividlne, predpokladajme
preto dalej, ze k > 1. Potom ¢&islo x9 — x1 = |z — 1| podla posudzovanej vlastnosti
patri do M a je mensie ako x5, takZze sa musi rovnat ¢islu z1. Z rovnosti o — 1 = 11
dostavame xo = 2x7. Analogicky plati, ze ¢isla x3 — xo9, x3 — x1 s dve ¢isla z M, ktoré
st menSie ako 3. Pritom x3 — 2o < 23 — x1, takZe musi platit 3 — 29 = 21 a 13— 21 =
= x5. To spolu s dokadzanou rovnostou x5 = 2x, vedie k zaveru, Ze x3 = 1 + xo = 3x1.
V rovnakych tvahdch mozeme pokracovat a ziskavat rovnosti x4 = 4xq, ..., 2 =
= kx1. Formalne mozno tieto rovnosti dokazat indukciou: ak plati rovnost x,, = nx
pre niektoré n, 1 < n < k, tak ivahou o n ¢islach

Tntl — Tp < Tp4+1 — Tp—1 < ... < Tpt1 — L1,

ktoré podla posudzovanej vlastnosti patria do M a si mensie ako x,1, prichddzame
k zaveru, ze x,41 — x, = x1, odkial z, 11 = =, + 1 = nx; + 1 = (n + 1)x;. Dokaz
indukciou je hotovy. Ak oznac¢ime 1 = m, vyplyva z nagich Gvah, Ze skimané k-prvkova
mnozina M ma nutne tvar

M ={m,2m,3m,... ,km}. (1)

Na druhej strane je zrejmé, Ze takd mnozina M mé pozadovanu vlastnost, nech st
prirodzené ¢isla m a k vybrané akokolvek.

Mnozina M zapisana v (1) mé k prvkov, pri¢om najmensi z nich je ¢islo m. Podla
zadania tlohy je takd mnozina mald prave vtedy, ked plati nerovnost k < m. Zaroven
je jasné, ze takd mnozina M je podmnozinou mnoziny {1,2,3,...,100} prave vtedy,
ked plati nerovnost km < 100. NaSou ulohou je teda najst pocet vSetkych dvojic
prirodzenych ¢&isel k, m, pre ktoré plati & < m a km < 100. Ako byva pri rieSeni
podobnych kombinatorickych tloh zvykom, hladany pocet uréime, ked vyhovujtce
dvojice (k, m) vhodne rozdelime do mensich skupin a uréime po¢ty dvojic v jednotlivych
skupinédch. V nasej tlohe sa pontka jednak rozdelenie do skupin dvojic (k, m) s rovnakou
hodnotou k, jednak rozdelenie do skupin dvojic (k,m) s rovnakou hodnotou m. (To
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zodpovedd tomu, Ze povodné objekty (mnoZiny M vyhovujtice tlohe) rozdelime do
skupin bud podla poctu ich prvkov, alebo podla velkosti ich najmensich prvkov.)

Uvedme oba vypocty. Kvoli tomu ozna¢me p(k), g(m) poéty vyhovujicich dvojic
(k,m) s danym k, resp. s danym m. Uvedomme si, Ze z nerovnosti k < m a km < 100
vyplyvaji odhady 1 < k < 9 a 2 < m < 100, ktoré naznacuju, Ze vypocet pomocou
hodnét p(k) bude menej naroény ako vypocéet pomocou hodnét g(m).

Pri pevnom k st vyhovujtce ¢isla m uréené nerovnostami k£ + 1 < m < 100/k.
Dosadenim jednotlivych hodnét k zistime, ze p(1) = 99, p(2) = 48, p(3) = 30, p(4) =
= 21, p(5) = 15, p(6) = 10, p(7) = 7, p(8) = 4 a p(9) = 2. Hladany celkovy pocet je
teda rovny

99 +48+30+21+15+10+7+ 4+ 2 = 236.

Naopak, pri pevnom m je ¢islo k ohranicené takto: 1 £ kK < m n{m —1,100/m}.
Odtial vypocitame, ze ¢(2) = 1, ¢(3) = 2, q(4) = 3,..., q(9) = 8, ¢(10) = ¢(11) =
q(l ) = ... = q(20) =5,

=9, ¢(12) = 8, ¢(13) = ¢(14) = 7, ¢(15) = ¢(16) = 6,
q(21) = ... = q(25) = 4, ¢(26) = ... = q(33) = 3, q(34)
=...=¢(100) = 1. Hladany pocet je teda rovny

= q(50) =2, q(51) =

1+2+...+84+2-94+84+2-7+2-64+4-5+5-4+8-3+17-2+ 50 = 236.

Pri vypocte jednotlivych hodnét g(m) je vyhodné si uvedomit, ze pre kazdé priro-
dzené m = 10 plati nerovnost m — 1 < 100/m, zatial ¢o pre kazdé m = 11 plati opacna
nerovnost m — 1 > 100/m.

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1. Kolko je vSetkych malych mnozin (v zmysle ulohy MO), ktoré mozno vybrat z mno-
ziny {1,2,3,...,10}? [9 jednoprvkovych, ( ) dVOJprVkovych (;) trojprvkovych, (6)
stvorprvkovych a 1 patprvkova, spolu 88 malych mnozin.]

N2. Najdite vSetky konecéné neprazdne mnoziny M prirodzenych &isel s vlastnosfou: ak
z,y € Mazx#y,tak aj |z —y| € M. [M = {m,2m,3m,...,km}. Navod: poz. vyssie
prvu Cast rieSenia tlohy MO.]

N3. Najdite vSetky neprédzdne mnoziny M celych ¢isel s vlastnostou: ak z,y € M, tak
aj x —y € M. [Kazd4d mnozina M je tvorend vSetkymi celymi nasobkami niektorého
nezaporného celého cisla m. Navod: Najskor ukéazte, ze 0 € M axz € M & —x € M.
V pripade, ked M # {0}, definujte m ako najmensi kladny prvok M a ukazte pomocou
vety o deleni celych éisel so zvyskom, ze pre kazdé celé z plati: z € M < m | z.]

2. Nech M je lubovolny vnitorny bod kratsieho oblika CD kruznice opisanej Stvorcu
ABCD. Oznacéme P, R priesecniky priamky AM postupne s useckami BD, CD a po-
dobne Q, S priesecniky priamky BM s useckami AC, DC. Dokadzte, Ze priamky PS
a QR su navzdjom kolmeé. (J. Svréek)

RieSenie. Ozna¢me O stred daného stvorca ABDC (obr.1). Pretoze bod M lezi na
spomenutom obliku, ma uhol AM B velkost rovna polovici velkosti stredového (pra-
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vého) uhla AOB, teda 45°. Pretoze rovnaku velkost ma vo $tvorci ABC'D uhol BDC, je

Obr. 1

pod uhlom 45° z bodov D, M vidno t1 ista tsecku PS. Pretoze navyse oba body D, M
lezia v rovnakej polrovine s hrani¢nou priamkou PS, je PSM D tetivovy stvoruholnik.
Jeho vnutorny uhol DM S je pravy (bod M totiz lezi na Télesovej kruznici nad prie-
merom BD), takze je pravy aj vnutorny uhol DPS. Tak sme dokézali, ze PS 1 BD.

Zrejme podobne vieme ukazat, ze QR L AC. Z poslednych dvoch vztahov uz vyplyva,
7ze PS 1 QR (lebo AC L BD,).

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Pripomerite si a dokazte vety o obvodovych, stredovych a tisekovych uhloch na kruznici.

N2. Nech L je Tubovolny vnutorny bod kratSieho oblika CD kruznice opisanej $tvorcu
ABCD. Oznac¢me K priese¢nik priamok AL a CD, M priese¢nik priamok AD a CL
a N priesecnik priamok MK a BC. Dokéazte, ze body B, I, M, N lezia na jednej
kruznici. [MO 53-A-III-5, poz. internetové stranky MO.]

N3. V rovnoramennom lichobezniku ABCD platia rovnosti |BC| = |CD| = |DA| a
\ADAB| = |£ABC| = 36°. Na zékladni AB je dany bod K tak, ze |AK| = |AD|.
Dokazte, ze kruznice opisané trojuholnikom AK D a K BC maja vonkajsi dotyk. [MO
53-B-1-2, poz. internetové stranky MO.]

3. Nech k je lubovolné prirodzené cislo. Uvazujme dvojice (a,b) celjch cisel, pre ktoré
maju kvadratické rovnice

x? — 2ax +b=0, vy +2ay+b=0

redlne korene (nie nutne rozne), ktoré mozno oznacit x1 2 resp. yi,2 v takom poradi, Ze
plati rovnost x1y1 — x2ys = 4k.
a) Pre dané€ k urcte najvicsiu mozniu hodnotu b zo véetkych takych dvojic (a,b).
b) Pre k = 2004 urcte pocet vsetkyjch takych dvojic (a,b).
c) Pre dan€ k vypocitajte sucet cisel b zo véetkiych takych dvojic (a,b), pricom
kazdé ¢islo b sa pripocita tolkokrdt, v kolkych dvojiciach (a,b) vystupuje.
(E. Kovac)



RieSenie. Upravou rovnic doplnenim na Stvorce
(x —a)> = a® — b, (y+a)>=a®—b (1)

(alebo priamym pouzitim znameho vzorca s diskriminantom) zistujeme, Ze dané rovnice
maji v obore R korene prave vtedy, ked celé ¢isla a, b spliiaju podmienku a® — b 2 0.
Tieto korene potom tvoria dvojice

{z1,22} = {a + \/m,a — \/E},
{y1,92} = {—a+ Va2 —b,—a—a? — b}.

Teraz stojime pred otdzkou, ako efektivne (t.j. bez stereotypného opakovania
navzajom podobnych vypoctov) uréit vSetky Styri hodnoty vyrazu V = z1y; — x2ys.
Ten mozno zapisat neurcitym spésobom ako

(ai\/aQ—b)(—a:I: \/@2—b) — (aj:\/cﬂ—b)(—a:iz \/QQ—b),

pricom pri prvom a trefom vyskyte znaku =+, rovnako ako pri druhom a $tvrtom,
vyberame navzajom opa¢né znamienka. Nazna¢ime tri mozné pristupy. (Celd diskusia
bude sice dlhsia, ako keby sme vypisali vypocet vsetkych Styroch réznych vyrazov, ale
o to ndm v komentéri nejde.)

(i) Ak zvolime pevne oznacenie x1, T2, Y1, Y2, sta¢i vypocitat dve hodnoty V; =
= T1Yy1 — TaY2, Vo = x1Ys — Tay1, ostatné dve hodnoty st k nim opacné cisla V3 =
= Toys — x1y1 = —V1 a Vi = xoy1 — x1y2 = — V5. Oddeleny vypocet oboch hodnét Vi,
V5 v8ak nie je nutny, ako ihned uvidime.

(ii) Vyber znamienok pre ¢éisla x; a y; mozno zapisat v tvare x1 = a + eva? — b

a Yy = —a+ 0va? — b, pricom koeficienty ¢ a ¢ st ¢isla z mnoziny {—1,1}. Potom
To =a—eva?—b, yo = —a — 0va? — b a staci urobit jediny vypocet so vSeobecnymi
g, 0 (pre stru¢nost zapisu oznacime este ¢ = va? — b):

x1y1 — x2y2 = (a + ec)(—a + dc) — (a — ec)(—a — dc) =
= (—a® — eac + dac + €6¢*) — (—a® + eac — Sac + £6¢?) =
= —2a(e — d)c.

Pretoze € — § nadobtida hodnoty —2, 0 a 2, hodnoty vyrazu V = x1y; — x2ys st prave
¢isla 4av/a? — b, 0 a —4av/a? — b.

(iii) Vyber znamienok pre ¢isla x1 a y; moézeme vyriesit zdpismi 21 = a+u a y; =
= —a+v, priom u a v st redlne &isla spliajice rovnosti u? = v? = a? —b. (Dodajme, Ze
¢isla u, v st vlastne zédklady druhych mocnin v rovniciach (1), alebo tiez éisla eva? — b,
dva? — b z predchadzajiceho odstavca.) Potom plati 2o =a —u, y2 = —a —v a

V =x1y1 — 22y2 = (a+u)(—a+v) — (a —u)(—a —v) = —2a(u — v).

v2 =a? —bst —2va2—b, 0 a2va2 —b,

Pretoze hodnoty u — v pri podmienke u? =
prichadzame k rovnakému zaveru ako v (ii).
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Po vypocte hodnot vyrazu V zistujeme, Ze rovnost x11y; — zr2y2 = 4k nastane prave
vtedy, ked 4k € {—4av/a? — b,0,4av/a? — b}. PretoZe k je prirodzené ¢islo, plati a # 0
a posledné podmienka je ekvivalentnd s rovnostou

k = |a|va? —b, (2)

ktord je rozkladom ¢isla k na stcéin dvoch éinitelov, ktoré musia byt tiez prirodzené ¢isla.
(Cislo va2 — b je rovné zlomku k/|a|, takZe je to &islo racionélne, a teda ¢islo celé.) Preto
modzeme vSetky celociselné riesenia (a, b) rovnice (2) Tahko popisat: vezmeme ITubovolny
rozklad k = m - n daného éisla k na dva (kladné) ¢initele m, n a z rovnosti |a] = m
a va? — b = n jednoducho ur¢ime obe vyhovujuce dvojice (a,b):

a=+m, b=m?—-n’ (3)

Teraz uz mame vsetko pripravené na riesenie otazok pévodnej tlohy.

Cast a). Pretoze pre ¢initele m, n z lubovolného rozkladu k = m - n plati m < k
an = 1, vyplyva zo vzfahu (3) odhad b < m? — 1. Pritom rovnost nastane, ked zvolime
m =k an = 1. Pre dané k je teda najvicsia hodnota b rovna byax = k2 — 1.

Cast b). Pre k = 2004 existuje prave 12 usporiadanych dvojic (m,n), pre ktoré
2004 = m - n, lebo vsetkych rozkladov ¢isla 2004 na dva ¢initele (ked nezohladnime ich
poradie) je préave Sest: 1-2004 =2-1002 = 3-668 = 4-551 = 6-334 = 12-167. Pretoze
mozeme dvoma spoésobmi zvolit znamienko éisla a vo vztahu (3), hfadany pocet dvojic
(a,b) je rovny dvojnasobku poétu dvojic (m,n), teda ¢islu 2 - 12 = 24.

Cast ¢). Nasou tlohou je urcit stcet ¢isel b z dvojic (a,b) uréenych vztahmi (3),
ked dvojice (m,n) prebiehaju vSetkymi rozkladmi & = m - n daného ¢isla k. Ak m =
= n, podla (3) plati b = 0, preto mozeme uvazovat len také dvojice ¢initelov (m,n),
v ktorych m # n, a zoskupit ich do parov (m,n) a (n,m). Pretoze v kazdom pére pre
sticet prislusnych hodnét b plati (m? — n?) + (n? — m?) = 0 (ako pre jednu, tak pre
druht volbu znamienka ¢isla a), je hladany stcet ¢isel b zo vSetkych uvazovanych dvojic
(a,b) rovny nule (pre kazdé pevné k).

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Rovnica 22 + pz + ¢ = 0 ma korene 1 a z2. Vyjadrite pomocou ¢&isel p, ¢ hodnoty
vyrazov

1 1
.’L’%—i—{l%, — + —, |$1*{E2|.

T2
[p* —2¢, —p/q, \/P? — 4q.]
N2. Uréte koeficient p rovnice 2 + px + 12 = 0, ked viete, ze v obore R mé dva korene,
ktoré mozno oznacit z1,2 tak, Ze plati 2x1 + 3z2 = 18. [Navod: rieste sstavu rovnic
221 + 3z2 = 18 a x1x2 = 12. Vyhovuje p = —7 ap = —8]]

4. Dané aritmetické postupnosti (x;)$2, a (y;)52, maji rovnaky prvy clen a nasledovnd
vlastnost: existuje index k (k > 1), pre ktory platia rovnosti

xi - yl?: =53, 90%—1 - yl?:—l = T8, I%H - ?Jl%+1 = 27.

Ndajdite vsetky takeé indexy k. (V. Balint)



Riesenie. Oznacme c, d diferenciu prvej, resp. druhej z danych aritmetickych postup-
nosti. Pretoze podla zadania plati y; = x1, maju ¢leny oboch postupnosti vSeobecné
vyjadrenia

zi=x1+({—1)c a y=xz1+({—1)d

pre kazdy index i. Rozdiel 2? — y? moZno preto upravit na tvar

27 —yi = (27 + 221 (i — e+ (i — 1)%¢?) — (2F +221( — 1)d + (i — 1)°d%) =
=221(i — 1)(c — d) + (i — 1)*(c* — d?).

Pre index k podla zadania tlohy platia rovnosti

53 = 2x1(k — 1)(c — d) + (k — 1)*(c* — d?), (1)
78 = 2x1(k — 2)(c — d) + (k — 2)*(c* — d?), (2)
27 = 221 k(c — d) + k*(c? — d?). (3)

Tieto rovnosti alebo ich nasobky teraz vhodne navzajom s¢itame. Aby sme sa zbavili
¢lenov s x1, odéitame od dvojnasobku rovnosti (1) stcet rovnosti (2) a (3). Pri ¢lene
2x1(c —d) tak zostane koeficient 2(k—1) — (k—2+k) = 0. Pretoze 2-53 — (78 +-27) =1
a2(k—1)?2—(k—2)?2—k? = —2, dostaneme spomenutou kombinaciou jednoduchi
rovnost 1 = —2(c? — d?), z ktorej uréime ¢ — d?> = —1/2. To dosadime do rovnosti (2)
a (3), ktoré tak prejda na tvar

78:2x1(k—2)(c—d)—%(l{:—2)2, (4)

1
27 = 2x1k(c — d) — 51::2. (5)

Clenov s 1 sa opit zbavime, ked od k-nésobku rovnosti (4) odé¢itame (k — 2)-ndsobok
rovnosti (5). Ziskant rovnicu s nezndmou k potom vyriesime:

1 1
78k — 27(k — 2) = —§(k—2)2-k+§k2-(k;—2),

—

1
51k + 54 = —§(l<:3 — 4k + 4k) + = (K — 2K?),

[\)

0= k? — 53k — 54,
0= (k+1)(k—>54).

Pretoze index k je prirodzené ¢islo, plati nutne k£ = 54. Tym je tloha vyrieSena.

Dodajme, ze zadanie tlohy nevyzaduje skiimat, ¢i pre najdent (jedint) hodnotu
indexu k dvojica postupnosti spliiajicich podmienky tlohy existuje. Pre zaujimavost
uvedme, ze takych dvojic postupnosti je dokonca nekonecne vela. Je nutné a staci, aby
ich spolo¢ny prvy ¢len x; a diferencie ¢, d spliiali podmienky ¢ — d? = —1/2 a x1(c —
— d) = 55/4. Vyplyva to jednoducho z ktorejkolvek z rovnosti (1) az (3) po dosadeni
hodnét k =54 a ¢ —d? = —1/2.



NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Pre ¢leny dvoch aritmetickych postupnosti (z;)$2; a (y;)$2, platia rovnosti 1 = y1
a 9 = y13. Dokézte, ze existuje index k taky, ze x = y100. Ktoré dalsie rovnosti
x; = y; st zarucené? [k = 67, vSeobecne 2,11 = Y3n41.)
N2. N4jdite vSetky aritmetické postupnosti (z;)$2,, pre ktoré plati

=1

x%:$§:$§748.

[Dve postupnosti so vSeobecnymi ¢lenmi x; = 2¢ — 3, resp. x; = 3 — 2¢.]
N3. Najdite vSetky aritmetické postupnosti (z;)$2,, pre ktoré plati xi — LE% = 15 a zaroven

w% — xg = 120. [Dve postupnosti s o vSeobecnymi ¢lenmi x; = 3¢ — 8, resp. x; = 8 — 3]
N4. Ak pre nekonstantni aritmeticki postupnost (z;)?2; plati rovnost azz = m%k pre
niektory index k, tak x3p_1 = —x1. Dokdzte. [Navod: Zdovodnite, preco war = —xp-

Odtial zop1; = —xp—; pre kazdé i < k.]
N5. Ktoré aritmetické postupnosti (z;)$2, a ()52, splitaji rovnosti r1 = y1 = 1, 22 —
—y2=9ax?; —yl, =457 [z, = (1+4)/2ay, = (5—1)/4]

5. V lichobezniku ABCD, kde AB || CD, plati |AB| = 2|CD|. Oznacme E stred
ramena BC'. Dokazte, Ze rovnost |AB| = |BC| plati prave vtedy, ked $tvoruholnik
AECD je dotycénicovy. (R. Horensky)

RieSenie. Oznaéme zvy¢ajnym spoésobom a, b, ¢, d dlzky stran daného lichobeznika.
Podla zadania plati rovnost a = 2¢, ktord znamenda, Ze zékladna CD je strednou
prieckou trojuholnika ABF, pricom F je priese¢nik ramien BC a AD predlZenjch
za vrchol C resp. D (obr.2). Preto plati aj |[CF|=ba |[DF| = d.

V prvej cCasti rieSenia predpokladajme, ze |AB| = |BC|, ¢ize 2¢ = b (obr.3).
Potom |[CF| = b = 2c a |[EB| = |EC| = b/2 = ¢, takze trojuholniky ABE a FCD
st zhodné podla vety sus (ich strany dlzok 2c a c¢ zvieraju sthlasné uhly uréené
priamkou BC' medzi rovnobezkami AB a CD). Zo zhodnosti tretich stran AE a F'D
potom vyplyva rovnost |AE| = d. Tak prichddzame k zaveru, Ze strany Stvoruholnika
AECD maju dizky d, ¢, ¢, d. Je to teda doty¢nicovy stvoruholnik (dokonca deltoid,
pripadne kosostvorec).

A a=2c B
Obr. 2 Obr. 3 Obr. 4



V druhej casti riesenia predpokladajme, ze stvoruholnik AECD je dotycnicovy,
takze podla znadmej vety pre dlzky jeho stran plati rovnost |AE|+|CD| = |EC|+ |AD],
éize x + ¢ = b/2 + d, pricom x = |AE| (obr.4). Odtial vyjadrime dlzku z, s ktorou
budeme dalej pracovat, v tvare

x = b_ c+d. (1)

2

Vsimnime si teraz, ze tsecky C D, AC' a AFE delia trojuholnik ABF' na Styri trojuholniky
s rovnakym obsahom. (Podrobnejsie: z |AD| = |DF|, |BC| = |CF| a |BE| = |EC| vy-
plyva sled rovnosti Sapc = Scpr = Sacr/2 = Sapc/2 = Saprg = Sacg.) Preto pre
obsahy stvoruholnika AEFCD a trojuholnika AFEF plati Sagcp : Sapr = 2 : 3. Tieto
dva mnohouholniky vSak maju spolo¢na vpisana kruznicu, takze v rovnakom pomere
2 : 3 musia byt aj ich odvody (pripomefime, Ze obsah mnohouholnika s obvodom o
a vpisanou kruznicou s polomerom p je rovny o - 9/2). Pretoze tieto obvody maju
vyjadrenia

b 3b
OAECD:$—|—§+C—|—CZ, OAEF:37+E+2CZ7

plati (x +b/2+c+d) : (x +3b/2+2d) = 2 : 3. Odtial Tahko vyjadrime nezndmu x ako

b
$=%—3C+d. (2)

Porovnanim (1) a (2) dostaneme rovnost b = 2¢, ¢ize b = a. Tym je rovnost |AB| =
= |BC| dokéazana.

Iné rieSenie. (Podla Pavla Novotného.) Pripomefime najskér vyjadrenie dizok
taznic trojuholnika pomocou dlZok jeho stran: vo véeobecnom trojuholniku ABC pri
zvyCajnom oznaceni plati vztah

42 = 20 + 2b% — 2. (1)

Odvodenie (1) je jednoduché: staci s¢itat rovnosti

2 1 \? 2 2 1 \2 2
b = (§c> +1; —ctecosw, a” = <§c) +t; + ct.cosw,

ktoré platia podla kosinusovej vety pre trojuholniky ACC; a BCC1, pricom C je stred
strany AB a w = [{AC;C| (obr.5).




V danom lichobezniku ABCD (v ktorom plati a = 2¢) uvazujme okrem stredu E
ramena BC este stred S zakladne AB a ozna¢me = = |AE| a u = |AC| (obr. 6). Pretoze
|AS| = |SB| = a/2 = ¢, je ASCD rovnobeznik, teda |C'S| = d. Teraz podla vztahu (1)
vyjadrime dlzky faznic AE a C'S trojuholnika ABC:

4o* = 2u® +2(2c)2 = b* a 4d® = 2u® + 20% — (20)%
Vzajomnym odcitanim tychto rovnosti vylac¢ime veli¢inu u a dostaneme
4(x® — d*) = 3(4c® — b*), cize 4(x —d)(x +d) = 3(2c —b)(2c +b).

Odtial vyplyva, Ze znamienko rozdielu x —d je vzdy rovnaké ako znamienko rozdielu 2¢—
— b. Ukazme, ze z tohto poznatku vyplyva celé riesenie nasej tlohy. Pouzijeme k tomu
zname kritérium pre doty¢nicové Stvoruholniky: stvoruholnik AECD je dotycnicovy
prave vtedy, ked sa rovnaju oba stéty dizok jeho protilahljch stran, t.j. prave vtedy,
ked z +c=d+b/2.

Ak b = 2¢, tak podla nésho poznatku x = d, a teda AECD je deltoid (pripadne
kosostvorec). (Rovnost = + ¢ = d + b/2 vtedy plati dokonca séitanec po sé¢itanci.)

Ak b > 2¢, tak podla nasho poznatku = < d, a teda = + ¢ < d + b/2, takze
stvoruholnik AEC'D nie je doty¢nicovy.

Ak b < 2¢, tak podla nasho poznatku x > d, a teda z + ¢ > d + b/2, takze
stvoruholnik AEC'D nie je dotycnicovy.

Iné riesenie. V lichobezniku ABCD, v ktorom plati ¢ = 2¢, uvazujme okrem
stredu F ramena BC' a prieseéniku F predlZenych ramien BC, AD este prieseénik G
priamok AE, CD (obr.7). Lahko vysvetlime, ze tsecky EF a DG st taznice trojuhol-

Obr. 7

nika AFG (a bod C jeho tazisko). Ak plati rovnost b = 2¢, st tieto faznice zhodné,
a preto je trojuholnik AFG rovnoramenny so zakladnou F'G, teda AECD je deltoid
(alebo kosostvorec). Ak sa naopak Stvoruholniku AECD da vpisat kruznica, je tato
kruznica vpisand aj obom trojuholnikom AEF a ADG, ktoré maju zhodné obsahy
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(rovné vzdy polovici obsahu trojuholnika AF'G). Potom sa v8ak musia rovnat aj ich
obvody, ¢o pre dizku x = |AE| = |EG| dava rovnicu

x—l—%b+2d:2sc—l—3c—|—d,
z ktorej vychadza vyjadrenie nezndmej = v tvaru (2) z prvého rieSenia. Rovnako ako
tam potom dojdeme k rovnosti b = 2c.

Nad obr. 7 mozno uvazovat aj takto: Stvoruholnik AEC D bude dotycénicovy prave
vtedy, ked splyni kruznice vpisané trojuholnikom AEF a ADG. Tieto trojuholniky
maju totozné ramend vnutornych uhlov pri spolo¢nom vrchole A, takze ich vpisané
kruznice splyni prave vtedy, ked budi mat zhodné polomery. To je vSak ekvivalentné
s tym, Ze oba trojuholniky maja rovnaky obvod (vZdy totiz maju rovnaky obsah).
Pretoze spolo¢na ¢ast hranic trojuholnikov AEF a ADG je tvorena lomenou CGiarou
EAD, rovnaju sa ich obvody préave vtedy, ked plati rovnost | DF|+|FE| = |DG|+|GE].
Pretoze DE || FG, je z Gvahy o elipse s ohniskami D, F jasné, Ze odvodena rovnost
nastane prave vtedy, ked tsecky DFE a F'G maju spolo¢nt os sumernosti (a AECD je
potom deltoid, pripadne kosostvorec).

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Pripomerite si a dokazte kritérium pre dotycnicove stvoruholniky: Konvexny stvoruhol-
nik ABCD je dotyénicovy prave vtedy, ked sa rovnaju oba stéty dizok jeho protilahlych
strén, t.j. prave vtedy, ked |AB| + |CD| = |BC| + |AD|.

N2. Nech D, E st body dotyku strany AB a kruznice vpisanej trojuholniku ABC, resp.
kruznice pripisanej jeho strane AB (t.j. kruznice dotykajucej sa strany AB a polpria-
mok opaénych k polpriamkam AC a BC). Dokazte, ze body D, E maju vzdialenosti
od vrcholov A, B dané vzfahmi

|AB| + |AC| — | BC|

|AB| + |BC| — |AC|
2 ’ )

2

|AD| = |BE| = |BD| = |AE| =

[Navod: Vyuzite niekolkokrat, ze pre body dotyku 71,2 oboch doty¢nic zostrojenych
z lubovolného vonkajsieho bodu X k danej kruznici plati | XT1| = | XTz|.]

N3. Vnatri stran AB, BC, CD a DA konvexného Stvoruholnika ABCD st postupne
zvolené body K, L, M a N. Ozna¢me S priese¢nik priamok KM a LN. Ak mozno
vpisat kruznice $tvoruholnikom AKSN, BLSK, CMSL a DNSM, tak mozno vpisat
kruznicu aj §tvoruholniku ABC D. Dokézte. [MO 51-B-II-3, poz. internetové stranky
MO.]

6. Ndajdite vsetky funkcie f : (0,4+00) — (0, +00), ktoré splriuji zdrover tri nasledovné
podmienky:
a) Pre lubovolné nezdporné éisla x, y také, zZe x +y > 0, plati rovnost

Pt i) =17 )

b) f(1) =0;
c) f(x) >0 pre lubovolné z > 1. (P. Calabek)

RieSenie. V prvej casti rieSenia predpokladajme, ze f : (0,+o0c) — (0,+00) je Tubo-
volné z hladanych funkcii. Ked dosadime do danej rovnice hodnotu y = 1 a ¢islo z = 0
ponechiame lubovolné, dostaneme

Fafm)F) = f(——).

x+1
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Vzhladom na to, ze podla podmienky b) plati f(1) = 0, posledna rovnost znamena, ze

f<xf—l> =0 prekazdé z = 0.

Vidime, ze funkcia f nadobida hodnoty nula vo vSetkych bodoch defini¢ného oboru,
ktoré mozno vyjadrit v tvare zlomku z/(z 4+ 1) s vhodnym z = 0. Kazdy taky zlomok
urdite lezi v intervale (0, 1). Naopak, pre kazdé redlne ¢islo ¢ € (0, 1) méa zrejme rovnica
t = z/(x + 1) nezdporné riesenie x = t/(1 — t).

Zisteny poznatok spolu s podmienkou c) zo zadania tlohy vedie k zaveru, Ze rovnost
f(t) = 0 plati prave vtedy, ked ¢ € (0,1). Aby sme uréili (kladnti) hodnotu f(t) pre
pevné t > 1, budeme uvazovat dve rovnice s takym parametrom ¢ a neznamou x:

fero)rm =0 a  f(-"=) =0,

Pretoze podla zadania tlohy sa lavé strany oboch rovnic rovnaji (zvolme y = t v danej
funkciondlnej rovnici) a f(¢t) > 0, musia mat obe rovnice rovnaké mnoziny rieSeni.
Pre prvia z nich je tdto mnozina urcenda stustavou nerovnic 0 < z f(t) < 1, takze tvori
interval (0,1/f(t)). Druhd rovnica je ekvivalentna so ststavou nerovnic 0 < zt/(z+t) <
< 1, ktorej rieSenia (vzhladom na x + ¢ > 0) tvoria interval (0,¢/(t — 1)). Z totoznosti
oboch intervalov vyplyva rovnost

Nasli sme hodnotu f(t) pre kazdé ¢t > 1. Mozeme teda zhrnut, ze hladana funkcia f

musi mat tvar
0 (0=t=<1),

F =19 ;4 e
" .
V druhej Casti rieSenia ukazeme, ze funkcia f urcend ostatnym predpisom méa
naoza] vlastnost a) zo zadania tlohy (vlastnosti b) a c¢) st zrejmé). Rovnosti oboch
stran

L= 1w, P= ()

danej funkcionélnej rovnice dokazeme v kazdom zo Styroch pripadov rozlisSenych podla
moznych hodnot premennej y a zlomku xy/(x + y):
(i) y=0(z>0), (i) 0<y=1,

Ty
r+y

> 1.

il >1a <1, iv >1a
(i) y Y (iv) y

Pripad (i). Z y = 0 vyplyva f(y) = 0 azy/(z+y) = 0, takze tiez f(xy/(z+y)) =0,
teda L = P = 0.
Pripad (ii). Z 0 <y < 1 vyplyva xy/(z + y) < 1, takze opdt L = P = 0.
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Pripad (iii). Zy > 1 a zy/(z +y) < 1 vyplyva = < y/(y — 1), takze vzhladom na
hodnotu f(y) = (y — 1)/y plati nerovnost = f(y) < 1, teda opét L = P = 0.

Pripad (iv). Zy > 1 a xy/(z +y) > 1 vyplyva = > y/(y — 1), takze vzhladom na
hodnotu f(y) = (y — 1)/y plati nerovnost zf(y) > 1, teda

y—1
v -1 —1 Ty — T —
I — Y Yy _ 1y Cl/,
y—1 Yy zy
:E.
Yy
“f —1
sz Y _ -z y.
Ty Yy
r+y

Rovnost L = P je tak dokédzané vo vSetkych pripadoch.
NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
K zoznameniu s témou a rieSenymi prikladmi funkcionalnych rovnic odporucame
knizku L. Davidov: Funkciondini rovnice, SMM ¢&. 55, Mlada fronta, Praha 1984.

N1. Nech Rt oznacuje mnozinu vSetkych kladnych redlnych éisel. Uréte vsetky funkcie
f : RY SR+, ktoré pre lubovolné kladné é&isla x, y spliiaji rovnost

2 (1@ + 1) = @+ 9)f (F@)y).

[MO 53-A-III-6, poz. internetové stranky MO.]
N2. Nech Rt oznac¢uje mnozinu vSetkych kladnych redlnych ¢isel. Najdite vsetky funkcie
f : RT R+ splhajice pre fubovolné x,y €R* rovnost

f(xf(y)) = f(zy) + =

[MO 51-A-III-6, poz. internetové stranky MO.]
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