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1. Urcte pocet vsetkych nekonecnych aritmetickych postupnosti celych cisel, ktoré maji
medzi svojimi prvymi desiatimi clenmi obe c¢isla 1 a 2005. (V. Bélint, J. Sim3a)

RieSenie. Zaoberajme sa otdzkou, pre ktoré celoéiselné aritmetické postupnosti (a;);-,
existujt indexy 4,5 € {1,2,...,10} také, ze a; = 1 a a; = 2005. Zdoraznime, ze ak taka
dvojica indexov (i, j) existuje, potom je jedina, pretoze v nekonstantnej aritmetickej
postupnosti sa kazdé cislo vyskytuje najviac raz.

Predpokladajme, Ze uvedené indexy ¢ a j pozname a pomocou nich vyjadrime
prvy ¢len a; a diferenciu d prislusnej postupnosti. Pretoze vSseobecny ¢len aritmetickej
postupnosti ma vyjadrenie ay = a; + (k — 1)d, dostavame sustavu rovnic

ai:al—f—(i—l)d:l a aj=a1+(j—1)d:2005,

ktora Tahko vyrieSime vzhladom na nezname aq, d:
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Také hodnoty aj, d st celé ¢isla prave vtedy, ked je prirodzené ¢islo |j — ¢| delitelom
Cisla 2004, takze |j — | musi byt jedno z ¢isel 1, 2, 3, 4 alebo 6 (z podmienky i,j €
€ {1,2,...,10} totiz vyplyva |j —i] < 10 a cislo 2004 iné jednomiestne delitele
nemd). Hladany pocet postupnosti je preto rovny poctu dvojic indexov (i, j) vybranych
z mnoziny {1,2,...,10}, pre ktoré plati |j — i| € {1,2,3,4,6}. Takych dvojic (i,7) je
postupne 2-9,2-8,2-7,2-6 a 2-4, takze vSetkych postupnosti je 18 + 16 + 14 + 12 +
+ 8 = 68.

Za tplné riesenie dajte 6 bodov. Za také povazujte aj rieSenie, v ktorom nie je vyslovne uvedené, ze
v danej aritmetickej postupnosti si podmienkami a; = 1, a; = 2005 indexy ¢, j ur¢ené jednoznacne.
Ak riesitel uréi spravne pocet 34 postupnosti s kladnou diferenciou d, ale moznost d < 0 nespomenie,
strhnite 2 body.

2. V rovnobezniku ABCD plati |AB| > |BC|. Oznaéme K, L, M a N postupne
body dotyku kruznic vpisanych trojuholnikom ACD, BCD, ABC a ABD s prislusnou
uhloprieckou AC, resp. BD. Dokdzte, ¢ KLMN je obdlznik. (R. Horensky)

Riesenie. Rovnobeznik ABCD je stredovo simerny podla priese¢nika S uhlopriec¢ok
AC, BD (obr.1). Preto st podla stredu S stimerne zdruzené trojuholniky ACD a CAB,
a teda aj ich vpisané kruznice a zodpovedajice si body dotyku K a M. To isté plati
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aj pre dvojicu bodov L a N. Prichddzame tak k zaveru, ze KLM N je rovnobeznik.
(Moznosti K = M = S alebo L = N = S vylu¢uje podmienka |AB| > |BC], ktora
zabezpecuje, ze spomenuté trojuholniky nie st rovnoramenné so zakladnou AC' alebo
BD, takze vpisané kruznice sa nedotykaju tychto stran v ich strede.)

Uvedena tvaha o stredovej simernosti vSak nestaci na dékaz toho, ze rovnobez-
nik KLMN je obdlznik, t.j. Ze m4 zhodné uhlopriecky KM a LN. Na to musime
urobif vypocet zalozeny na znadmych vzfahoch, ktoré vyjadruju vzdialenosti vrcholov
vieobecného trojuholnika od bodov dotyku vpisanej kruznice pomocou dizok stran tohto
trojuholnika (obr. 2).
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Obr. 2

Pripomenme, Ze tieto vztahy mozno odvodit zo sistavy rovnic
r+y=|EF|, y+z=|FG|, z+z=]|EG|

Vrafme sa k nasej tlohe a v danom $tvoruholniku ABCD oznaéme este dlzky a =
= |AB| = |CD|, b = |BC| = |AD|, e = |AC| a f = |BD)|. Podla vztahov uvedenych
vedla obr. 2 platia rovnosti
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|AK| = = |DN].

Z predpokladu tlohy a > b preto vyplyva |[AK| < e/2 = |AS]|, takze bod K lezi medzi
bodmi A a S a mé od stredu S vzdialenost

et+b—a a-—2>

KS| = |AS| - |AK]| =
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Podobne vyjde, ze body L, M, N lezia postupne na useckach BS, C'S, DS a platia
rovnosti |LS| = |[MS| = |NS| = (a — b)/2. To spolu znamena, ze Stvoruholnik K LM N
mé zhodné uhlopriecky, ktoré se navzajom rozpoluji, a teda je to obdlznik. (Keby to
bol stvorec, muselo by platit KM L LN, teda AC L BD, ¢o je v spore s tym, ze a # b.)
Dodajme, ze v predchadzajicom odstavci sme podali tiplné rieSenie, ktoré nevyza-
duje tivahy o stredovej stimernosti z ivodného odstavca.

Za Gplné riesenie dajte 6 bodov (absenciu zdévodnenia, preco pravouholnik KLMN nie je Stvorec,
tolerujte). Ak riesitel dokaze iba to, ze KLMN je rovnobeznik, dajte mu 2 body. Ak v inak Gplnom
rieSeni chyba potrebné zd6évodnenie, v ktorych , poloviciach“ uhlopriecok AC, BD body K, L, M, N
lezia, dajte 5 bodov.



3. Zistite, pre ktore prirodzene cisla k ma sustava nerovnic
1
Rk —2) < (k+ E)a: < K2(k + 3)

s nezndmou x prdve (k + 1)? rieseni v obore celych cisel. (J. Simsa)

Riesenie. Po vydeleni (kladnym) ¢islom k 4 1/k a tGprave zlomkov dostaneme ekviva-
lentnt ststavu nerovnic
k2(k — 2) k3(k + 3) (1)
k2 +1 k241
Pre £ = 1 mé tato ststava tvar —1/2 < = < 2, takze mé v celych éislach prave tri
rieSenia, ¢o je menej ako (1 + 1) = 4. Teda k = 1 nevyhovuje. Dosadenim hodnot
k = 2, k = 3 lahko zistime, Ze obe vyhovuju. Poktisme sa preto zistit, ¢i okrem k = 1
nebudu vyhovovat vSetky hodnoty.
Aby sme uréili, medzi ktorymi celymi éislami lezia oba zlomky z (1), vydelime
najskor (so zvyskom) mnohocleny z ich ¢itatelov mnohoc¢lenom z menovatela.
(K3 —2k?): (K +1) =k — 2, zvySok —k + 2,
(K* +3k%) : (K* +1)=k* +3k — 1, zvysok — 3k + 1.
Oba vysledky delenia dosadime do (1).
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k—2 3k—1
k—2— Sk +3k-1-———. 2
k2+1 7~ oA k2 +1 (2)
Ak pre ,,zvySkové Cleny“ z oboch krajnych vyrazov budi platif nerovnosti
k—2 3k—-1
0= <1 0 < 3
S @ a <myish (3)

budi rieseniami ststavy (1) prave tie celé ¢isla z, pre ktoré plati k—2 < o < k2 43k —2.
Takych z je

(* +3k—2)— (k—2)+1=(k+1)%
¢o je prave pocet uvedeny v zadani tlohy.

Lahko zdovodnime, Ze nerovnosti (3) platia pre kazdé k = 2. Vtedy totiz mame
0<k—-2<k+1<k?+1, odkial vyplyva lava ¢ast (3). Prava cast (3) je zrejm4 pre
kazdé k > 3 (lebo vtedy 0 < 3k —1 < k2 -~ 1< k?®+1);pre k=2plati 3k —1 =5 =
= k2 + 1, takze v (3) tplne napravo nastane rovnost.

Zdver. Hladanymi k st vSetky prirodzené ¢isla viicsie ako 1.

Pozndmka. Presny pocet celych &isel x, ktoré lezia v intervale (1), nemozno uréit
len z dizky tohto intervalu, lebo ani tato dlzka, ani ziadny z krajnych bodov intervalu
nie je celé ¢islo. Nie je tazké overit ekvivalentnymi tipravami, ze pre dizku intervalu (1)
pri kazdom k > 2 platia nerovnosti
K3(k+3)  Kk*(k—2)

24+1 K2 +1
Z nich vsak vyplyva iba to, Ze pocet celych ¢isel v intervale (1) je rovny bud ¢islu (k +
+1)%2 — 1, alebo &slu (k+ 1)2. K presnému uréeniu tohto poétu sa zd4 byt nevyhnutné
ur¢it najmensie celé ¢islo (k — 2) a najviicsie celé &islo (k2 + 3k — 2), ktoré v danom
intervale lezia.

(k+1)2-1< < (k+1)% (4)

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 1 bod za urcenie intervalu (1), 3 body za rozklady (2) a 2 body
za diskusiu o nerovnostiach (3). Ak riesitel uréi interval (1) a dalej len dokéze, medzi ktorymi celymi
Gislami lezi jeho diZka (nerovnosti (4)), dajte celkom 4 body.
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