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1. Ak je sucin kladnych redlnych ¢isel a, b, ¢ rovny 1, plati nerovnost

a b c 3
+ + Z .
(a+1)(b+1) (B+1)(c+1) (c+1)(a+1) 4
Dokazte a zistite, kedy nastdva rovnost. (J. Simsa)

RieSenie. Po vynasobeni kladnym ¢islom 4(a+1)(b+1)(c+ 1) postupnymi ekvivalent-
nymi apravami dostaneme

da(c+1)+4b(a+1) +4c(b+1)
4(ac+ c) + 4(ab + b) + 4(be + ¢)
4(ab+ ac+bc+a+b+c)
ab+ac+bc+a+b+c

a+1)(b+1)(c+1),
ab+a+b+1)(c+1),
abc+ab+ac+bc+a+b+c+1),

= 3(
= 3(
> 3
= 3(abc + 1).

Pretoze abc = 1, dostaneme po dosadeni do pravej strany poslednej nerovnosti nerov-
nost

ab+ac+bc+a+b+c=6. (1)

Ak este dosadime do Tavej strany ab = 1/¢, ac = 1/b a be = 1/a, dostaneme nerovnost

(wé) ; <b+%)+<6+%> > 6,

ktoré plati, lebo hodnota kazdej zatvorky na lavej strane je aspon 2. Pre kazdé t > 0
je totiz splnend nerovnost t + ¢~ > 2, v ktorej nastane rovnost prave vtedy, ked ¢ = 1.
(Tento znamy fakt mozno zdovodnif napr. dpravou nerovnosti (v —vt=1)2 > 0, alebo
sa mozno odvolat na nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym priemerom dvoch
navzajom prevratenych c¢isel.) Zaroven vidime, ze rovnost v nerovnosti (1), a teda aj
v nerovnosti z textu tlohy, nastane prave vtedy, ked plati a = b = ¢ = 1. Tym je rieSenie
celej tlohy ukoncené.

Poznamka. Dodajme, Ze za predpokladu abc = 1 nerovnost (1) vyplyva priamo
z nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom Sestice cisel ab, ac, be, a,
b, c:
ab+ac+bc+a+b+c
6

> vab-ac-bc-a-b-c=Vabe = 1.

Za Gplné riesenie dajte 6 bodov. Ak riesitel ziska ekvivalentni nerovnost (1) alebo eliminuje jednu
z premennych a, b, ¢, avSak dalsi pokrok nedosiahne, dajte najviac 2 body. Ak podmienka rovnosti
a = b = c =1 v rieSeni chyba alebo nie je zdévodnena, dajte najviac 5 bodov. Za poznatok o rovnosti
v pripade a = b = ¢ = 1 dajte 1 bod len v pripade, Ze riesitel neziska Zziadne iné ¢iastkové body. Zndmu
nerovnost ¢ + ¢~ = 2 je mo#né pouzit v rieseni bez dokazu.



2. V obore celych cisel rieste sustavu rovnic

r(y+z+1)=y*+ 22 -5,
y(z +x+1) =22+ 2% -5,
2z +y+1)=a>+y* 5.

(J. Simsa)

Riesenie. Ked odé¢itame od prvej rovnice druht, dostaneme postupnymi tGpravami

(zy+zz+1z) — (yz+ay+y) = (¥ +2° —5) — (2* + 2% = 5),
(z—y)z+r—y=(y—2)(y+2),
(z—y)(z+y+2z+1)=0.

Analogicky odvodime rovnosti
(y—2)(z+y+2+1)=0 a (z—2z)(z+y+2z+1)=0. (1)

Vo vSetkych troch odvodenych rovnostiach vystupuje ¢initel = + y + z + 1. RozlisSime
preto, ¢i je rovny nule, alebo nie.

A. Nech z +y + z + 1 = 0. Potom mozeme povodnt ststavu rovnic prepisat na
p(ca) =P+ R =5y () =Pt ob, s (2) =225

Vidime, Ze stistava je ekvivalentna s jedinou rovnicou x2 +1%+ 22 = 5, ktora (vzhladom
k nezapornosti druhych mocnin) mé v obore celych ¢isel iba také rieSenia, Ze trojica
(22,92, 2%) je (az na poradie) trojicou (4,1,0), takze (z,y, z) je permutécia niektorej
z trojic (£2,+1,0). Znamienka ¢isel z, y, z Tahko ur¢ime z podmienky =z +y+ 2z +1 =
= 0 — vyhovuje jedine trojica (—2,1,0) a lubovolna jej permutéacia. V pripade A teda
dostéavame prave Sest rieSeni danej sustavy.

B. Nech = + y + z + 1 # 0. Potom z rovnic odvodenych v ivode rieSenia vyplyva,
ze plati z = y = z. Dana sistava je teda ekvivalentna s jedinou rovnicou z(2z +
+ 1) = 222 — 5, ktorej vyhovuje iba z = —5. V pripade B preto méme jediné riesenie
r=y=2z=—b.

Dodajme, Ze v prvej c¢asti rieSenia sme mohli pévodni ststavu rovnic upravit aj
na tvar

PP+ b=z ty+z+)=ylzty+z+1)=zz+y+z+1). (2)

Odtial opif dostavame, ze plati bud x +y + 2+ 1 =0, alebo x = y = 2.
Odpoved. Stustava mé sedem rieseni — trojicu (—5, —5, —5), trojicu (—2,1,0) a jej
lubovolni permutéciu.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Ak riesitel povodné rovnice vhodne odéita, avSsak nedokaze vysledok
rozlozit do st¢inového tvaru (1), dajte 1 bod, za ndjdenie rozkladov (1) alebo ststavy (2) dajte 3 body,
dalsie body dajte podla tiplnosti naslednej diskusie. Zrejmy§ poznatok o rieSeni rovnice 2 +y2+22 =5
v obore celych ¢isel a ndsledné uréenie znamienok v rovnosti 2+ 140+ 1 = 0 moézu byt uvedené bez
vysvetlenia.



3. V rovine je dany rovnoramenny trojuholnik K LM so zdakladnou KL. UvaZujme
lubovolné dve kruznice k a £, ktoré maju vonkajsi dotyk a ktoré sa dotykaji priamok
KM a LM postupne v bodoch K a L. Urcte mnozinu dotykovych bodov T vsetkych
takych kruznic k a £. (J. Svréek)

Riesenie. UkéZzeme, ze hladani mnozinu tvoria body K a L a dalej vnitorné body
kratsieho obluka KL kruznice m(M,|MK]|) a oblika K'L’ simerne zdruzeného s ob-
likom K L v stredovej simernosti podla stredu M (obr. 1).

Obr. 1

Dokazme najskor, ze priamka MT (obr.2) je (vnatornou) spoloc¢nou dotyé¢nicou
kruznic k a £. Pripustme, Ze priamka MT pretne kruznicu k& v bodoch T', T7 a kruZnicu ¢

M

Obr. 2

v bodoch T, T5. Pre mocnosti bodu M (je to bod doty¢nice, preto lezi vo vonkajsej
oblasti kazdej z oboch kruznic k a ¢) k obom kruzniciam plati

|MT|-|MT1| = |[MK[* = |ML[]* = |[MT| - |[M T3],
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odkial |[MTi| = |MT5|. Pretoze oba body Ti, T> leZia na polpriamke MT, vyplyva
odtial T} = T5. Obe kruznice k a ¢ vSak maju spolo¢ny jediny bod, takze Ty =To, = T.
Preto je MT spolo¢né doty¢nica oboch kruznic a navyse |MT| = |MK|=|ML|, bod T
teda lezi na kruznici m(M, | M K|).

Pretoze priamka MT obe kruznice oddeluje, nelezia body K a L vnutri tej istej
polroviny urcenej priamkou MT. Priamka MT pretina stranu K L trojuholnika K LM,
a preto bod T lezi na jednom z kratsich oblukov KL, K'L’ kruznice m.

Ak je naopak T Tubovolny vnitorny bod jedného z tychto oblikov (obr.3), lezia
konvexné uhly K MT a LMT na opacnych strandch spolo¢ného ramena M7T'. Z rovnosti
|IMK| = |MT|a|ML|=|MT| potom vyplyva, ze do spomenutych uhlov mozno vpisat
kruznice tak, aby sa dotkli ramien prislusného uhla v bodoch K a T, resp. L a T. To
st vyhovujuce kruznice k, ¢ s dotykovym bodom 7.

Ak T = K, vyhovuje Tubovolna kruznica k dotykajica sa priamky MK v bode K
a leziaca v polrovine M K L’ a kruznica ¢ dotykajtica sa ramien uhla K ML v bodoch K
a L (ta je urcend jednoznacne). Analogicky zostrojime vyhovujiace kruznice k a ¢ pre
bod T' = L.

Bod K’ ani bod L’ do hladanej mnoziny patrit nemoézu, pretoze K’ lezi na dotyc-
nici K M k Tubovolnej z kruznic k a analogicky bod L’ lezi na doty¢énici LM k lubovolnej
z kruznic /.

Za 1uplné riesenie dajte 6 bodov. Ak riesitel dokaze, ze bod T lezi na spomenutych oblikoch, avsak
neoveri, ze naopak kazdy ich bod je bodom dotyku niektorej vyhovujtucej dvojice kruznic, strhnite

2 body. Pokial riesitel nespomenie existenciu bodov T' na obluku K'L’, strhnite tiez 2 body. Pokial
riesitel zabudne aspon na jednu z moznosti 7' = K, T' = L, strhnite 1 bod.

4. Najdite vsetky dvojice prirodzenych cisel, ktorych sucet md posledni cislicu 3, rozdiel
je prvocislo a sucin je druhou mocninou prirodzeneho cisla. (J. Foldes)

RiesSenie. Ozna¢me x a y hladané ¢isla, pricom x > y. Pretoze p = x — y je prvocislo
a pre najvicsi spoloény delitel d ¢isel x a y plati d | (x — y), ¢ize d | p, plati bud d = p,
alebo d = 1.

Keby platilo d = p, mali by sme y = kp az = y +p = (k + 1)p pre vhodné
prirodzené k, takZe stcin xy by sa rovnal éislu k(k + 1)p?. To ale nie je druhd mocnina
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prirodzeného ¢isla (dalej struénejsie ,,Stvorec*) pre ziadne k, lebo ¢islo k(k + 1) nie je
nikdy $tvorec.! Preto nutne d = 1, takze é&isla = a y st nesudelitelné. Ich stcin xy je
potom §tvorcom jedine v pripade, ked oba ¢initele st §tvorce, teda = = u? a y = v? pre
vhodné u,v € N, u > v, odkial p = z — y = (u — v)(u + v). Taky rozklad prvocisla p
na sucin mé jediné mozné ¢initele u — v = 1 a u + v = p. Odtial jednoducho vyplyvaju
rovnosti u = (p+1)/2 av = (p—1)/2, z ktorych pre siucet s = x +y ziskame vyjadrenie

2 2 2
_ 9,92 (pt1 p—1\" p°+1
s=rx+y=u +v—<—2 )—l—( 5 )— 5

Dekadicky zéapis ¢isla s podla zadania konéi éislicou 3, takze zépis ¢isla p? +1 (rovného
¢islu 2s) konéi ¢islicou 6. Zapis ¢isla p? preto konéi ¢islicou 5, je teda nadsobkom piatich,
¢o nastane jedine pre prvocislo p = 5. Dosadenim tejto hodnoty do odvodenych vztahov
dostaneme u = 3, v = 2, x = 9 a y = 4. Skuska je trividlna: 9 —4 =5, 9 +4 = 13,
9-4 =62

Odpoved. Podmienkam tlohy vyhovuje jedind dvojica ¢isel 9 a 4.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Za zdoévodnenie, Ze hladané ¢isla x a y st nesudelitelné, dajte 2 body,
1 bod dajte za konstatovanie, Ze z nestdelitelnosti ¢isel x, y vyplyva vyjadrenie z = u? a y = v2, 1 bod
za zdovodnenie vztahu v — v = 1 a koneéne 2 body za diskusiu o delitelnosti ¢islom 5 vedtcu k uréeniu
hodnoty prvodisla p = 5. Ak riesitel neziska ziadne ¢iastkové body za vyssie uvedené polozky, avsak
uhadne vysledok, dajte 1 bod. Zrejmy poznatok, ze ¢islo k(k + 1) nie je Stvorec, je mozné pouzit bez
dokazu. Pokial ale chyba akadkolvek zmienka o nutnosti skusky, dajte najviac 5 bodov.

! Plati totiz k2 < k(k+1) < (k+ 1)?2, takze ¢islo k(k + 1) lezi medzi dvoma susednymi stvorcami. Iné
vysvetlenie mozno zalozit na tom, ze disla k, k + 1 st navzdjom nesudelitelné, takze by obe museli
byt stvorcami liSiacimi sa o 1. Také stvorce vSak neexistuju.
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