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54.ro¢nik MO Riesenia tloh celostatneho kola kategorie A

1. Uvazuyme lubovolné aritmetické postupnosti redlnych cisel (x;)52, a (y;)52,, ktoré
maji rovnaky prvy clen a spliaji pre niektoré k > 1 rovnosti

Tr—1Yk—1 =42, xpyr =30 a Tp11Yk41 = 16.
Najdite vsetky také postupnosti, pre ktoré je index k najvicsi mozny. (J. Simsa)

Riesenie. Oznac¢me c, resp. d diferencie hladanych postupnosti. Z vyjadrenia x; = x1 +
+ (i —1)cay; =x1 + (i — 1)d dostaneme pre kazdé i rovnost

zy; =23 + (i — Dz (c +d) + (i — 1)%cd.

Budeme sa teda zaoberat otdzkou, kedy pre niektory index k > 1 platia rovnosti

22+ (k—2)z1(c+d) + (k — 2)%cd = 42, (1)

z1 + (k= Dzi(c+d) + (k — 1)%cd = 30, (2)

23 + kxy(c+d) + k*cd = 16. (3)

Ked od¢itame od dvojnésobku rovnosti (2) sucet rovnosti (1) a (3), dostaneme po
uprave rovnost cd = —1. Ked odéitame od rovnosti (3) rovnost (2), ziskame vztah

z1(c+d) + (2k — 1)cd = 14,
z ktorého po dosadeni hodnoty cd = —1 ddjdeme k rovnosti
z1(c+d) = 2k — 15. (4)
Dosadenim tohto vysledku do rovnice (3) dostaneme vztah
r? + k(2k — 15) — k* = 16,
z ktorého vyjadrime 22 ako kvadratickt funkciu indexu k:
22 =16 — k(2k — 15) + k> = 16 + 15k — k* = (k + 1)(16 — k).

Pretoze #2 > 0 a k > 1, vyplyva z posledného vztahu odhad k < 16. V pripade k = 16
v8ak vychadza x; = 0 a rovnost (4) tak prejde na tvar 0(c + d) = 2, ¢o nie je mozné.
Pre k = 15 dostaneme x? = 16, takie 717 = +4. Pre 71 = 4 (a k = 15) z (4) vyplyva
¢+ d = 15/4, ¢o spolu s rovnostou cd = —1 vedie k zaveru, ze {c,d} = {4,—1/4}. To
znamend, ze obe postupnosti si (az na poradie) uréené vztahmi

1—1

=44+ 0—-1)4 a y;=4- pre kazdé i. (5)
Pre taktl dvojicu postupnosti naozaj plati
T1ay14 =563 =42, w1515 =60- 5 =30 a x16y16 = 64 3 = 16.

Podobne pre druhti moznii hodnotu x7; = —4 dostaneme postupnosti, ktorych ¢leny s
opacné k ¢lenom postupnosti (5), teda postupnosti

— 1
r;=—4—(i—1)4 a yi=—4+ZT pre kazdé 1. (6)

Odpoved. Najvicsia hodnota indexu k je 15 a vSetky vyhovujlce postupnosti si
(az na moznu zamenu poradia vo dvojici) uréené vztahmi (5) a (6).



2. Zistite, pre ktoré m ezistuje prdve 2'° podmnozin X mnoZiny {1,2,3,... ,47} s vlast-
nostou: Cislo m je najmensi prvok mnoZiny X a pre kazdé x € X plati bud x +m € X,
alebo x +m > 47. (R. Kucera)

RieSenie. Najprv v zavislosti od daného ¢isla m (1 < m < 47) vyjadrime, kolko
mnozin X popisanej vlastnosti mé najmensi prvok rovny zvolenému cislu m. Na to
vydelime cislo 47 ¢islom m so zvyskom,

47=gm+r (¢g=21, 0=r<m),
a ukdzeme, Ze existuje prave (¢ + 1)"¢™ =" vyhovujtcich mnoZin X s najmensim
prvkom m. Pretoze kazda takda mnozina X je podmnozinou mnoziny

T ={mm+1,...,47},

rozdelime mnozinu T,, na najviac m skupin ¢isel tak, aby sa ¢isla v rovnakej skupine
navzajom lisili o nasobky cisla m. Dostaneme tak g-prvkovt skupinu

Po={m,2m,... gm},
v pripade r > 0 dalsich r skupin s ¢ prvkami
Pi={m+i2m+i,...,gm+i} (1=isr),
avpripader <m—1aq>1este m—r —1skupin s ¢ — 1 prvkami
Pi={m+i2m+i,...,(q—1)m+i} (r+1=i<m-—1).

Vo vseobecnosti mozno povedat, ze kazda skupinu P; tvoria prave tie ¢isla z T,,, ktoré
pri deleni ¢islom m davaju zvysok ¢; ako sme uviedli, niektoré z tychto m skupin
Po,...,P;y_1 mozu byt prazdne.

Mnozina X € T,, = PoUPyU...UP,,_1 s najmensim prvkom m mé zrejme
pozadovanu vlastnost prave vtedy, ked obsahuje celt skupinu Py a zéroven pre kazdé
i €{1,2,...,m — 1} bud neobsahuje ziadny prvok z P;, alebo obsahuje vSetky prvky
z P; od urcitého prvku pocénic. Pre kazdu z r skupin Pq, ... , P, tak mame ¢+ 1 moznosti
a pre kazda z m — r — 1 skupin P,,q,... ,P,,_1 mdme ¢ moznosti, ako vybrat prvky
pre X. PretoZe tieto vybery méZeme kombinovat nezavisle, je pocet mnozin X naozaj
rovny ¢&islu (¢ +1)"¢™ 17" (Plati to aj pre pripady » = 0, r = m — 1 alebo ¢ = 1, ked
niektoré zo skupin P; st prazdne.)

Teraz zistime, kedy pre neuplny podiel ¢ a zvysok r z rovnosti 47 = gm + r plati

(q+1)7gm 7" =2 (1)

V pripade ¢ = 1 dostavame z (1) rovnost 2" = 2'° odkial r = 15, a z rovnosti
47 = m + r potom vychadza m = 32.

V pripade ¢ > 1 musi byt v rovnici (1) jedna z mocnin (¢ + 1), ¢ rovna
2% a druh4 rovnd jednej, teda musi mat nulovy exponent. Rozoberieme teraz mozné

m—1—r

2



hodnoty ¢ > 1 v rastiicom poradi a pri kazdej z nich overime, ¢i prislusné riesenie
rovnice (1) splia podmienku 47 = gm + 7

a)q=2',m—1—r=15ar =0. Potom m = 16 a ¢gm + r = 32 — nevyhovuje.

b)¢g=23-1,r=5am—1—r=0. Potom m =6 a gm + r = 47 — vyhovuje.

c)g=2>, m—1—r=>5ar=0. Potom m =6 aqgmn+r =48 — nevyhovuje.

Z podmienky 47 = gm + r vyplyva, Ze najvicsie mozné hodnoty ¢ st 47 (pre m =
=1) a 23 (pre m = 2). Zostéavajice moznosti (¢ = 2° — 1, ¢ = 2°, ¢ = 215 — 1, ¢ = 219)
uz preto nie je nutné detailne preberat.

Odpoved. Hladané hodnoty m st dve: m = 6 a m = 32.

3. V lichobezniku ABCD (AB || CD) oznacme E stred ramena BC. Ak si oba
stvoruholniky ABED a AECD dotycnicové, splriaji dizky strdan lichobeznika ABCD
oznacene zvycajnym sposobom rovnosti

b 1 3
a+c:§+d a -+ -=

Dokatzte. (R. Horensky)

RieSenie. Oznac¢me z = |AE|, y = |DE| a dopliime lichobeznik ABC'D na rovnobeznik
AXY D tak, aby bod E bol prieseénikom jeho uhloprie¢ok AY a DX (obr.1). Zrejme
plati |[AX|=|DY|=a+¢, |AY| =2z a |[DX| = 2y.

Obr. 1

Ozna¢me p; (resp. p2) polomer kruznice vpisanej dotyénicovému $tvoruholniku
ABED (resp. AECD), ktora je zaroven vpisana trojuholniku AX D (resp. AY D). Pre
dlzky stran tgchto stvoruholnikov podla znameho kritéria platia rovnosti

b
a+y:§—|—d:c+x,
a+y=c+a, (1)

takze oba Stvoruholniky maja rovnaky obvod. Trojuholniky AX D a AY D maji zasa
rovnaky obsah (rovny Saxyp/2, teda rovny Sapcp). Pomer o1 : g2 sa preto rovna
jednak pomeru obsahov Sapep : Sarpcp, jednak pomeru obvodov oayp : 0oaxp
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(tie sme zapisali v opa¢nom poradi ako prislusné polomery). Oba tieto pomery teraz
vyjadrime a potom porovname (v oznacuje vysku lichobeznika ABCD):

v 2a +c¢

Sapep _ Sapcp — ScpE
v a+2c

~ |~
Q
+
o
SN—
@

NI

Sapcp  Sacp — SABE

oayp 2x+(a+c
0AXD 2y+(a+c

s

Spolu s (1) tak pre nezname x, y dostdvame ststavu linedrnych rovnic

2a—|—c_ 2c+a+c+d
a+2c 2y+atctd

a r—y=a-—c,

ktora mé pri podmienke a # ¢ (zarucenej tym, ze ABCD je lichobeznik) jediné rieSenie

3a+c—d a-+3c—d
rT= — a y:—.

5 5 (2)

Dosadenim (2) do rovnosti (1) dostaneme prvy dokazovany vztah 3(a + ¢) = b+ 3d.
S jeho pomocou mozno (2) prepisat do tvaru

S tymto vyjadrenim dlzok z, y vyuZijeme kosinusové vety pre trojuholniky ABE, CDE
k vypoctu kosinusu uhla ABFE resp. DCE:

2 lb2_ lb2
cos |4ABE| =~ +(22) 1(ba+6) =§—b—§,
CE‘E a
2+ (302 —(c+gb)° 20 1
cos|ACDCE|:C+(22) 1§)C+6) :9%_5
C._
2

Pretoze sa uhly ABE a DCE dopliiaji do 180°, je sticet ich kosinusov rovny nule:

( 2b 1) . (2() 1> _ 0
9a 3 9 3/
Odtial uz jednoduchou tpravou dostaneme druhy dokazovany vztah

1,13
a ¢ b



4. V rovine je dany ostrouhly trojuholnik AKL. UvaZujme lubovolny pravouholnik
ABCD, ktory je trojuholniku AKL opisany tak, Ze bod K lezi na strane BC a bod L
lezi na strane C'D. Urcte mnozinu priesecnikov S uhlopriecok AC, BD wvsetkych takych
pravouholnikov ABCD. (J. Simsa)

RiesSenie. Ozna¢me K, stred strany AL a L; stred strany AK. Ukazeme, Ze hla-
danou mnozinou bodov S je obluk M N, ktory je céastou polkruznice zostrojenej nad
priemerom K;L; v polrovine opacnej k polrovine K7L A, pritom krajné body M, N
spomenutého oblika st uréené podmienkami ML; | AK a NK; L AL (obr.2).

T P

D L C

S
K % 0

K
N
Ly

A B

Obr. 2

Pretoze priesecnik S uhlopriecok AC, BD je stredom tisecky AC, mnozinu vsetkych
bodov S dostaneme, ked najprv uré¢ime mnozinu vrcholov C' a ti potom zobrazime
v rovnolahlosti so stredom A a koeficientom 1/2. Pretoze uhol KCL je pravy (nemdze
byt ani C = K, ani C = L) a priamka KL body A a C oddeluje, lezi bod C na
polkruznici 7 zostrojenej nad priemerom KL v polrovine opacnej k polrovine K LA.
Ktoré body C' € 7 st skuto¢ne vrcholy vyhovujtcich pravouholnikov ABC' D? Zrejme
prave tie, pre ktoré polpriamky C'K a C'L pretni analogicky zostrojené polkruznice
nad priemermi AK a AL (v bodoch, ktoré buda vrcholmi B a D). S to body oblika
PQ C 7, ktorého krajné body P, ) st urc¢ené podmienkami PK 1 AK a QL | AL.
Hladand mnozina bodov S je preto obrazom oblika P(Q v spomenutej rovnolahlosti,
takze to je naozaj oblik M N opisany v tivode rieSenia (body M, N st obrazmi bodov
P a @, lebo bod L; je obrazom bodu K a bod K; je obrazom bodu L).

5. Dokazte, Ze pre lubovolné redlne éisla p, q, r, s za podmienok q # —1 a s # —1 plati:
Kvadratické rovnice
2> +pr+q=0, 2+ rr+s5s=0

maji v obore redlnych c¢isel spoloény koren a ich dalsie korene st navzdjom prevrdtené
¢isla prave vtedy, ked koeficienty p, q, r, s spliiaji rovnosti

pr=(q+1)(s+1) a plg+1)s=r(s+1)q.
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(Dvojnasobny koren kvadratickej rovnice pocitame dvakrdt.)

(J. Simsa)

RiesSenie. V prvej casti rieSenia predpokladajme, Ze prva z danych kvadratickych rovnic
mé korene u, v a druh4 z nich mé korene u, v—!. Potom platia vztahy

1 1
p=—(u+v), q=uv, r=—<u+—), sS=u-
v

(1)

v .

Po ich dosadeni do jednotlivych strdn rovnosti, ktoré mame dokazat, dostaneme

(u+v)(uv + 1)

)

()

(uv + 1)(u +v)

pr = (U-l-v)(u-l—%) =
(@+D6s+1) = (w+(=+1) =
plg+1)s= —(utv)(w+1) — =—

)
(%

(u+v)(uv+ 1)u

’
(%

(uv + 1)(u+ v)u

T(3+1)q:—<u+%)<g+l)~uv:—

Y

v v
takze vidime, Ze naozaj platia rovnosti
pr=(q+1)(s+1) a plg+1)s=r(s+1)q (2)
Vsimnime si este, ze rovnako platia rovnosti
u
(u+v)-—
ps v p u—+v
— — = U a — et = /U’
s+1 U s+1 U
- +1 —+1
v v

ktoré ndm naznacuja, ako postupovat pri dokaze opac¢nej implikécie.

V druhej casti riesenia predpokladajme, Ze ¢isla p, ¢, 7, s spliiaji rovnosti (2)
a navyse plati ¢ # —1 a s # —1. Z prvej rovnosti (2) potom vyplyva p # 0 a r # 0,

takze rovnosti (2) mozno upravit na tvar

p__gqtl _ ps _ 7q

s+1 r s+1 qg+1

Definujme redlne ¢isla u, v pomocou vztahov

_ps p

s+1 s+1°

Potom plati v # 0 a podla (4) mozno rovnako pisat

rq q+1

qg-+1 T

(3)



Ak overime, Ze ¢isla u, v splhajt vietky Styri vztahy (1), bude to znamenat, ze (u,v)
a (u,v™1) st dvojice koretiov kvadratickych rovnic z textu tlohy a riesenie tlohy bude
hotové. Podla (4) a (5) je ale overenie vztahov (1) lahké:

_ _bs D _
_ —rq —(g+1) _
uv = : =q,
q+1 r
1 rq r
(o) e
v qg+1 q+1
1 —ps —(s+1)
u-— = . =s.
v s+1 P
6. Rozhodnite, ¢i pre kaZdé poradie ¢isel 1,2,3,...,15 mozno tieto ¢isla zapisat najviac

Styrmi roznymi farbami tak, aby vsetky cisla rovnakej farby tvorili v danom poradi
monotonnu (t.j. rasticu alebo klesajicu) postupnost. (Jednoclennd postupnost je mo-
notonna.) (J. Simsa)

Riesenie. UkaZzeme, ze pozadovanym sposobom nemozno ofarbit pétnésticu ¢isel

5,4,3,2,1,9,8,7,6,12,11,10,14, 13, 15 ,
e N e N~ N~
I II 111 v \%

pod ktorou sme vyznacili rozdelenie na pét skupin susednych ¢isel (tvoriacich klesajtuce
postupnosti).

Pripustme, Ze uvedent pétnasticu sme zapisali Styrmi farbami tak, Ze ¢isla s rov-
nakou farbou tvoria monoténne postupnosti. V skupine I je pif ¢isel, dve z nich preto
maju rovnaku farbu; pretoze tvoria klesajicu postupnost, farbu tychto dvoch ¢isel nemé
ziadne z ¢isel skupin II az V. V nich st teda iba cisla troch farieb; farbu dvoch ¢isel
zo skupiny II nema ziadne z ¢isel skupin III az V, v ktorych st teda iba ¢isla dvoch
farieb. Este jednym opakovanim predchadzajicej tvahy zistime, ze ¢isla 14, 13 a 15 zo
skupin IV a V st jednej farby, a to je spor.

Iné rieSenie. Ukazeme, Ze pozadovanym sposobom nemozno ofarbit pétnésticu
Cisel
6,9,4,5,8,7,1,3,2,13,15,14,10,12, 11,
— Y Y Y——
I 11 111 v

pod ktorou sme vyznacili rozdelenie na styri skupiny susednych c¢isel.

Pripustme, Ze uvedenu pétnasticu sme zapisali Styrmi farbami tak, Ze ¢isla s rov-
nakou farbou tvoria monoténne postupnosti. Vyskusanim mozno lahko overit, ze v sku-
pine I musia byt pouzité aspon 3 farby. Zrejme v kazdej zo skupin II, III a IV musia
byt pouzité aspon 2 farby. Z Dirichletovho principu potom vyplyva, Ze niektora farba
je pouzité v troch skupinach. A to je spor, pretoZe neexistuje monoténna postupnost
troch cisel, z ktorych je kazdé v inej skupine.



