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1. Urcte vsetky dvojice (a,b) realnych cisel, pre ktoré md kaZdd z rovnic
r? +ax+b=0, 2?4+ (2a+1)r+2b+1=0
dva rozne redlne korene, pricom korene druhej rovnice su prevratenymi hodnotami
koreriov prvej rovnice. (E. Kovac)
Riesenie. Nech 1, x5 st korene prvej rovnice. Potom
T+ x2 = —a, r1x9 = b,
a pretoze druhd rovnica mé korene 1/x1 a 1/x9, plati

1 1 1 1

— + —=—(2a+1), — . — =2b+ 1.

Iy i) 1 T2
Plati teda 1/b = 2b + 1, z ¢oho dostaneme kvadratick rovnicu 2b% +b — 1 = 0, ktord
ma korene b= —1ab=1/2.

Pre b = —1 mame
1 1 1+ T2 —a
—(2a+1)=—4+ —=——"T=—,
1 X2 T1T2 -1
¢o je pre neznamu a linedrna rovnica s rieSenim a = —1/3.
Podobne pre b = 1/2 dostavame —(2a+ 1) = —2a, tato rovnica vSak nem4 rieSenie.
Skuskou (treba overit, ze korene st redlne) sa presvedéime, ze dvojica a = —1/3,b = —1

je (jedinym) rieSenim tulohy.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Zistite, pre ktoré hodnoty parametra a ma rovnica z2 + 3az + 16a = 0 dva rdzne
korene, z ktorych jeden je druhou mocninou druhého. [a = —4, a = —4/27. Névod:
Z rovnic 1 + 23 = —3a, 21 - 23 = 16a vyplyva 23 /(z1 + 1) = —16/3.]

N2. Zistite, pre ktoré hodnoty parametrov a, b ma rovnica z2 — (a® + 3)r+b =0 dva
rozne korene, ktoré st druhymi mocninami koretiov rovnice 2 — (a + 3)x + b = 0.
[(avb) = (_170) a (aab) = (_2/37 1)]

N3. Zistite, pre ktoré hodnoty parametrov a, b ma rovnica z2+bx+b = 0 dva rozne korene,
pri¢om kazdy z nich je o 1 vic¢si ako koreti rovnice 2 +axz +b = 0. [(a,b) = (—1, -3).]

2. Dang je rovnobeznik ABCD. Priamka vedend bodom D pretina usecku AC v bode G,
usecku BC v bode F a polpriamku AB v bode E tak, Ze trojuholniky BEF o CGF maju
rovnaky obsah. Urcte pomer |AG| : |GC/|. (T. Jurik)

Riesenie. Z obr.1 vidno, Ze trojuholniky AGD a CGF st podobné podla vety uu.




Prislusny pomer podobnosti k je rovny hladanému pomeru |AG| : |GC|. Ak teda
oznafime b = |AD|, x = |DG| a y = |CG|, plati |GF| = z/k a |CF| = b/k, odkial

\FB| = |BC| — |FB| :b—%: (k;_l)%

|DF| = |DG| + |GF| =z + % = (k+ 1)%.

Z podobnosti trojuholnikov BEF a C'DF dostavame

|DF|-|BF| k2 —1
ICF| &k

|[EF| =

Z rovnosti obsahov trojuholnikov BEF a CGF vyplyva
[FB|-|FE| = |FC|-|FG],
odkial po dosadeni vyjde

k—1 k2 —1
b )
k k
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Teda k3 —k? —k+1 = 1, a pretoze k # 0, dostavame pre hladané k kvadratickd rovnicu
k%2 — k — 1 = 0. Ulohe vyhovuje jej kladny koren k = (1 + v/5)/2.

Iné riesenie. Ozna¢me |AG| = z, |GC| = y. PretoZe trojuholniky BEF a CGF
maju rovnaky obsah, maju rovnaky obsah aj trojuholniky GBE a GBC'. Preto plati
EC || BG. Z podobnosti trojuholnikov

ABG ~ AEC, DFC~FEFB, CFE~BFG a AEC ~ ABG

postupne vyplyva
z |AG| |AB| |DC| |FC| |CE| |AC| =z+y

y |GC| T |BE| ~ |BE| _ |BF| _ |BG|  [AG| T -

Z vyslednej rovnosti z/y = 1 + y/z dostavame

2
(e
) )

a pretoze z/y > 0, plati

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Ozna¢me P priese¢nik uhlopriecok konvexného sStvoruholnika ABC D. Dokazte, ze
trojuholniky APD a CPB maja rovnaky obsah prave vtedy, ked AB || CD.
N2. Ozna¢me P priesecnik uhlopriecok konvexného stvoruholnika ABCD a K, L prie-
se¢niky priamky vedenej bodom P rovnobezne so stranou AB. Dokézte, Ze rovnost
|KP| = |PL| plati prave vtedy, ked AB || CD.



3. Na stole leZi k hromddok o 1, 2, 3, ..., k kamenoch, kde k = 3. V kaZdom kroku
vyberieme tri lubovolné hromddky na stole, zlicime ich do jednej a priddme k nej jeden
kamen, ktory dovtedy na stole nebol. Dokdzte, Ze ak po niekolkych krokoch vznikne jedind
hromddka, potom vysledny pocet kameriov nie je delitelny tromi. (J. Zhouf)

Riesenie. V kazdom kroku sa pocet hromédok zmensi o dva. Aby vznikla jedna
hromédka, musi byt na zaCiatku neparny pocet hromadok, teda k& = 2m + 1. Na
zmensenie poc¢tu hromadok o 2m potrebujeme m krokov. Pri kazdom pribudne jeden
kamen, a preto je vysledny pocet kamenov

(2m+1)(2m + 2)

2

Cislo m ma jeden z tvarov m = 3n, m = 3n + 1, m = 3n + 2. V prvom pripade p =
= 18n% + 12n + 1 = 3(6n? + 2n) + 1, v druhom 18n? + 24n + 7 = 3(6n% + 8n + 2) + 1
a v trefom p = 18n2 + 36n + 17 = 3(6n2 + 12n + 5) + 2. Ziadne z tychto ¢isel nie je
delitelné tromi.

p=1+2+3+...+2m+1)+m= +m =2m? + 4m + 1.

Pozndamka. Staci overit, Ze p nie je delitelné tromi pre m = 0, m = 1 am = 2
[ndvodna tloha 1].

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Nech p je mnohoclen s celociselnymi koeficientmi, n je celé a k prirodzené Ccislo.
Dokéazte, ze ¢isla p(n + k) a p(n) ddvaju po deleni ¢islom k rovnaky zvysok.

N2. Nech n je celé &islo. Dokazte, ze ¢islo n® + n + 1 nie je delitelné siedmimi.

N3. Na stole lezi £k hromadok o0 1,2,3,... ,k kamenoch, &£ = 5. V kazdom kroku vyberieme
4 TubovoIné hroméadky, spojime ich do jednej a este k nej priddme jeden kamen
z ktorejkolvek dalsej hromadky. Uréte vSetky k, pre ktoré po kone¢nom pocte krokov
moze vzniknit jedind hromadka. [k € {5,8,11,12,14,15,17,18} a vSetky k& = 20.]

4. Oznacme V priesecnik vysok a S stred kruznice opisanej trojuholniku ABC, ktory
nie je rovnostranny. Dokdzte, Ze ak uhol pri vrchole C' md 60°, potom os uhla AC'B je
osou usecky VS. (J. Zhouf)

RiesSenie. Nech napriklad |AC| < |BC|. Predpokladajme najskor, Ze trojuholnik ABC'
je ostrouhly. Ozna¢me D stred strany BC' a P pitu vysky z vrcholu B na stranu AC
(obr.2). Plati |[CP| = |BC| - cos60° = |BC|/2 = |CD|, |[{CPV| = |£CDS| = 90°,
|£CV P| = |{CAB| = |£CSD| (obvodovy uhol a polovica stredového). Zo zhodnosti
trojuholnikov CPV a CDS vyplyva |CV| = |CS], |[{PCV| = |£DCS|. Trojuholnik
VSC je teda rovnoramenny a os uhla ACB je tak aj osou uhla VCS a sucasne osou
strany V' S.

Ak je trojuholnik ABC pravouhly (obr. 3), je trojuholnik V.SC' rovnostranny a os
uhla VCS je aj osou strany V'S.

Ak je trojuholnik ABC' tupouhly, dokazeme tvrdenie tlohy rovnako ako v pripade
ostrouhlého trojuholnika s tym rozdielom, Ze bude platit |[{CV P| = |[£CSD| = 180° —
— |£CABj.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Oznac¢me V priese¢nik vysok a S stred kruznice opisanej trojuholniku ABC. Vypoci-
tajte velkost uhla ACB, ked plati |[VC| = |SC]|.
N2. Nech V je priesecnik vysok trojuholnika ABC. Dokéazte, ze body stimerne zdruzené

s bodom V podla stran trojuholnika ABC' lezia na kruznici opisanej tomuto trojuhol-
niku.



Obr. 2 Obr. 3

5. V obore realnych cisel vyrieste rovnicu
r 5|z -7

r+4  Tlx] -5
kde |z| oznacuje najvicsie cel€ cislo, ktoré nie je vicsie ako x (tzv. dolnd celd cast
redlneho ¢isla x). (J. Simsa)
RieSenie. Kazdé redlne ¢islo x mozeme zapisat v tvare x = |z] + {x}, kde [z] je
cela cast a {x} tzv. zlomkovd cast &isla x. Zrejme plati 0 < {z} < 1, pricom {x} =
= 0 prave vtedy, ked z je celé. Odtial vyplyva, Ze |z| < x < || + 1, pri¢om rovnost
|x| = z plati préave vtedy, ked x je celé. Tieto nerovnosti ¢asto pouzivame pri rieSeni
uloh s celou ¢astou. Ked oznac¢ime |x| = k, dostaneme z danej rovnice po odstraneni
zlomku a roznasobeni

Tkx — bx = bkx + 20k — Tx — 28

a odtial L0k — 14
- 1
kE+1 )
Pretoze k = | x|, musi platit
10k — 14
kS — <k+1.
= Thr1 N7

Kazdou z nerovnic vyriesime samostatne:

k(k+1) — (10k—14) (k- 7)(k—2)

2 = k - _1 2 5
02 ) P € (o0, —1) U (2,7);
(k+1)—(10k —14)  (k—3)(k—5)
= -1 .
0< P o kE(L3)u(5,0)

Pretoze k je celé, mame k € {2,6,7}. Rovnica mé teda tri rieSenia, ktoré dostaneme
dosadenim do vztahu (1): 1 =2, o0 =46/7, x3 =T7.

Poznamky. Niektoré dalsie vlastnosti celej Casti: Ak k je celé, tak |z + k| = |z] +k.

Ak {z} +{y} <1, plati [z +y] = [z] + |y]; ak {«} + {y} = 1, plati |z +y| =
= lz] + ly] +1.

Nech £ je prirodzené cislo, £ > 1. Ku kazdému realnemu cislu x existuje prave jedno
ie{l,2,... k} také, ze {x} € ((i — 1)/k,i/k). Potom k|x| +i—1 < kx < k|z| + 1,
a preto |kz| = k|x| +i— 1.



NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Vyrieste rovnicu [z] + [z + 1| =2+ 2. [z = 1]
N2. Vyrieste rovnicu 2z = |z| + 1. [z € {1/2,1}.]
N3. Vyrieste rovnicu |z| 4+ |2z| =4z — 1. [z € {-1/4,1/4,1/2,1} ]
N4. Vyrieste sustavu rovnic |z| =2y +1/3, |y] =3z —1/2. [z = —1/6, y = —2/3/]

6. Do kruznice k s polomerom r su vpisan€ dve kruznice ki, ko s polomerom r/2, ktoré
sa vzdajomne dotykaju. Kruznica £ sa zvonka dotyka kruznic ki, ko a s kruZnicou k ma
vnutorny dotyk. Kruznica m md vonkajsi dotyk s kruznicami ko a ¢ a vniutorny dotyk
s kruznicou k. Vypocitajte polomery kruznic £ a m. (L. Bocek)

Riesenie. Oznacme S, A, B, C, D stredy kruznic k, ki, ks, £, m a x, y polomery
kruznic ¢ a m. Bod C lezi na priamke, ktora prechddza bodom S a je kolma na AB
(obr. 4). Z pravouhlého trojuholnika BC'S mame podla Pytagorovej vety

G+ - (v

a odtial z = /3. Ozna¢me P, ) péty kolmic z bodu D na priamky AB a SC a u =
= |SP|,v=|5SQ|. Ak u # r/2, tak BPD je pravouhly trojuholnik a podla Pytagorovej
vety

(1)

Obr. 4

Podobne z pravouhlého trojuholnika QCD (ked @ # C') alebo porovnanim proti-
Tahljch stran obdiznika (ked Q = C) dostaneme

(oo = (-3 ®
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Navyse z pravouhlého trojuholnika SPD mame

(r—y)* =u? + 02 (3)

Odéitanim rovnosti (3) a (2) dostaneme 4r%/3 — 8ry/3 = 4vr/3, teda v = r —
— 2y. Podobne odéitanim rovnosti (3) a (1) vyjde r? — 3ry = ur a odtial u = r — 3y.
Dosadenim do (3) a tpravou postupne dostaneme

(r—y)?=(r—3y)>+(r—2y)>
% — 8ry + 12y% = 0,
(r —6y)(r —2y) =0.

Odtial vyplyva, ze y = r/2 alebo y = r/6. Polomer r/2 méa kruznica k1, polomer r/6
kruznica m znazornena na obr. 4. Kazda z tychto dvoch kruznic sa dotyka kruznic k,
ko a £ pozadovanym spésobom.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. KruzZnica k2 s polomerom 1/2 sa dotyka zvnuatra kruznice k1 s polomerom 1. Priamka p
prechadza stredmi kruznic k1 a k2. Vypocitajte polomer kruznice, ktord sa dotyka
priamky p a obidvoch kruznic k1 a k2. [4/9.]

N2. Kazda z kruznic k1, k2, k3 sa dotyka zvonka dvoch ostatnych. Kruznice k1 a k2 maju
rovnaky polomer r, kruznica k3 ma polomer 8r/5. VSetky kruznice k1, k2, k3 maja
vnutorny dotyk s kruznicou k s polomerom 1. Vypo¢itajte polomer r. [3/8.]

N3. Kazdéa z kruznic k1, k2, k3 sa dotyka zvonka dvoch ostatnych. Kruznica k1 ma polo-
mer 1, kruznica k2 mé polomer 2 a kruznica k3 ma polomer 3. Vypocitajte polomery
kruznic, ktoré sa dotykaja vSetkych troch kruznic k1, k2, k3. [6/23 a 6.]



