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54.ro¢nik MO Riesenia tiloh skolského kola kategorie B
1. Na stole lezi 54 kopok s1,2,3, ... ,54 kamerimi. V kaZdom kroku vyberieme lubovolni

kopku, povedzme s k kamenmi, a odoberieme ju celi zo stola spolu s k kamenmi
z kazdej tej kopky, v ktorej je aspon k kamenov. Napriklad po prvom kroku, v ktorom

vyberieme kopku s 52 kamenmi, zostanu na stole kopky s 1, 2, 3, ..., 51,1 a2 kamernma.
Predpokladajme, Ze po urcitom pocte krokov zostane na stole jedinda kopka. Zdovodnite,
kolko kameriov v nej moze byt. (J. Simsa)

Riesenie. Ak v kazdom kroku zvolime kopku s najvicsim poctom kamenov, budeme
postupne odoberat kopky s 54, 53, 52, ... kamenmi a po 53.kroku zostane na stole
jedina kopka s jednym kamenom.

Dokézeme, ze pri [ubovolnom postupe zostane v poslednej kopke jediny kameri.
Ukazeme totiz, ze po kazdom kroku, po ktorom na stole zostava aspon jedna kdpka,
tvoria pocty kameriov v jednotlivych kopkach vzdy celd mnozinu {1,2,...,n} pre
nejaké prirodzené n (nevyluc¢ujeme vsak, Ze k niektorym c¢islam existuje viac kopok
s danym poctom kamenov). To teda znamend, Ze na stole je vzdy aspon jedna kdpka
s prave jednym kamenom.

Na zaciatku tvoria po¢ty kameriov v kopkach mnozinu {1,2,...,54}. Predpo-
kladajme, Ze po urcitom pocte krokov tvoria pocty kamenov v jednotlivych kdpkach
mnozinu {1,2,... ,n} (n 2 2). Ak teraz zvolime kopku s n kamenmi alebo kopku
s jednym kameriom, budt v dalsom kroku poc¢ty kameriov v képkach tvorit mnozinu
{1,2,... ,n—1}. Ak zvolime képku s m kamenimi, kde m ¢ {1, n}, buda poéty kamertiov
v dalSom kroku tvorit mnozinu {1,2,... ,m — 1} U{1,2,... ,n—m} = {1,2,... ,p},
kde p = max{m — 1,n —m}. Tym je tvrdenie o poéte kameniov v jednotlivych képkach
dokézané.

Odpoved. Posledné kopka bude bez ohladu na zvoleny postup vzdy obsahovat jediny
kamen.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 4 body za formulaciu hypotézy, ze po kazdom kroku tvoria
poc¢ty kameriov v kopkach celd mnozinu {1,2,... ,n}.

2. Nech ABC' je pravouhly trojuholnik so stranami a < b < c¢. Oznacéme @) stred od-
vesny BC' a S stred prepony AB. Priesecnik osi usecky AB s odvesnou C'A oznacme R.
Dokdzte, ze |[RQ| = |RS| prdve vtedy, ked

(J. Svréek)

Riesenie. Podla Pytagorovej vety je v pravouhlom trojuholniku rovnost a? : b2 =1 : 2
splnend prave vtedy, ked b2 : ¢ = 2 : 3. Pozadovant ekvivalenciu teda stac¢i dokazat
len pre jednu z rovnosti a? : b2 =1:2, b%: > =2: 3.
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Obr. 1

Trojuholniky ASR a ACB (obr.1) maja spolo¢ny uhol pri vrchole A a zhoduju
sa v pravych uhloch ASR a ACB, takze st podobné podla vety uu. Odtial vyplyva
rovnost

|AR| _ |AB]
|AS| — |AC|’
¢ize )
B _ |AB|-|AS| ¢
z = |AR| = acl — % (1)

Podla Pytagorovej vety mame |RS|?> = |AR|? — |AS|2 =22 —-c%/4a |RQ|* = |QC|* +
+|CR|* = a?/4+ (b—12)? = a?/4 + b* — 2bx + 22, takZe |RQ| |RS| prave vtedy, ked
a?/4+c?/4+b* = 2bx, €o po dosadeni z (1) a a® = ¢ —b? po tprave déva 3b2/4 = ¢?/2,
Cize b? : ¢ = 2 : 3. Tym je pozadovana ekvivalencia dokizana.

Iné rieSenie. Podla PytagoroveJ Vety plati (obr.1) |BR|?> = |[BC|> +|CR)? = a®> +
+y% |[RS|? = |BR” — |BS|” = a® + y* — /4, |RQ|” = |QC* + |CR|* = a® /4 + y*.
Rovnost |RQ| = |RS| teda plati prave vtedy, ked a® +y? — /4 = a? /4 +y?, ¢ize 3a® =
= ¢2. V pravouhlom trojuholniku je tato rovnost ekvivalentna s rovnostou 3b? = 2¢?,
Cizea?:b%2:c?=1:2:3.

Iné riesenie. Ozna¢me T stred strany AC (obr.2). Pretoze |QC| = |ST|
a |[AQCR| = |LSTR| = 90°, su trojuholniky QCR a STR zhodné prave vtedy, ked
|RQ| = |RS| a zaroven prave vtedy, ked |RC| = |RT|. Rovnost |RQ| = |RS]| je teda
ekvivalentnd s tym, ze bod R je stred usecky CT, t.j. z = |RA| = 3b/4. Z podobnosti
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trojuholnikov ABC' a ARS méame (rovnako ako v prvom rieseni)

takze |RQ| = |RS| prave vtedy, ked

3 2
Z:%’ Gize 30% = 2¢2.

V pravouhlom trojuholniku je to podla Pytagorovej vety ekvivalentné s rovnostou 3a? =
=c? ¢izea?: b2 :c?=1:2:3.
Za tiplné rieSenie dajte 6 bodov. 1 bod dajte za zistenie, %e stadi dokazovat len jednu z rovnosti a2 :

:b2=1:2,b%:¢%2 =2:3, 3 body za vyjadrenie dlzok |RQ|, |RS| pomocou stran trojuholnika ABC.
Zostavajiace 2 body dajte za dokoncenie ekvivalencie.

3. V obore redlnych cisel rieste rovnicu

LZJ - 1%4’

kde |a] oznacuje najvicsie celé cislo, ktoré neprevysuje ¢islo a. (J. Simsa)

RieSenie. Vyraz |z/(1 — x)] je celé ¢islo, preto aj

] 1
=]  1-[z] °

je celé, ¢o znamend, ze 1 — |z| € {—1,1}, ¢ize |z] € {0, 2}.
Nech |z] = 0. Potom 0 < z < 1 a dand rovnica ma tvar

)=

takze je splnend prave vtedy, ked 0 < z/(1 — z) < 1, ¢o je vzhladom na predpoklad
1 —x > 0 ekvivalentné s nerovnostami 0 < x < 1/2. V tomto pripade danej rovnici
vyhovuju vSetky x z intervalu (0,1/2).

Nech |z] = 2. Potom 2 < x < 3 a dand rovnica ma tvar

foJ =

takze je splnend prave vtedy, ked —2 < z/(1 —x) < —1. To je vzhladom na predpoklad
2 < z (a z neho vyplyvajicu nerovnost 1 — x < 0) ekvivalentné s nerovnostami —2 +
+2x 2 x> —1+x, ¢ize x = 2. V tomto pripade danej rovnici vyhovuju vsetky x
z intervalu (2, 3).

Zaver. Vsetky rieSenia danej rovnice tvoria mnozinu (0,1/2) U (2, 3).

Za 1plné riesenie dajte 6 bodov. 1 bod dajte za zistenie, ze [z] /(1 — |z]|) je celé ¢islo, dalsi bod za
|z] € {0,2}. Za odvodenie stGstavy nerovnosti a jej vyrieSenie v kazdom z oboch pripadov dajte po
2 bodoch. Ak chyba spravny zaver, ze vyhovuju vsetky = € (0,1/2) U (2, 3), strhnite 1 bod.



