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1. Kruznica k1 s polomerom 1 ma vonkajsi dotyk s kruznicou ko s polomerom 2. KaZda
z kruznic ki, ke ma vniutorny dotyk s kruznicou ks s polomerom 3. Vypocitajte polomer
kruznice k, ktora md s kruZnicami ki, ko vonkajsi dotyk a s kruznicou ks wvnutorny
dotyk. (P. Novotny)

Riesenie. Pretoze sa sucet priemerov kruznic ki a ko rovna priemeru kruznice ks,
lezia ich stredy Si, S a S3 na priamke. Existuju dve zhodné kruznice, ktoré spliaji
podmienky tlohy, a st simerne zdruzené podla priamky S;.S3. Ozna¢me k jednu z nich
(obr.1), S jej stred a r zodpovedajici polomer.

1+r

Obr.1 Obr. 2

Pre velkosti stran trojuholnika S;.555 plati |S1.5| = 147, |S2S| =247, [S152] =3
a |S3S| = 3 — r. Pre bod S5 zaroven plati |S551| = 2 a |S352| = 1. Ked ozna¢ime P
pravouhly priemet bodu S na priamku 5152 (obr.2) a x = |S1P|, y = |SP|, mozeme
podla Pytagorovej vety pisaft

(147)? =2 + 2,
2+7)°=0B-2)"+y7
(B-1?=02-2)"+y"
Od¢itanim prvej rovnice od druhej dostaneme 3 + 2r = 9 — 6z, Cize 2r = 6 — 6x.

Odc¢itanie prvej rovnice od tretej da 8 —8r = 4 —4x, Cize 2r = 14 x. Porovnanim oboch
désledkov vyjde rovnica 6 — 6x = 1 + x, odkial x =5/7, r =3 — 3x = 6/7.

Poznamka. So znalostou kosinusovej vety sa zaobideme bez pomocného bodu P.
Ked napiseme kosinusové vety pre trojuholniky 51535 a 51525, dostaneme dve rovnice

(B=7)?=4+1+7r)*-2-2(1+7)cosw,
2+7)? =94+ (1+7)°—-2-3(1+r)cosw,
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kde w = |£52515]. Po tprave a vyjadreni (1+r) cosw z oboch rovnic dostaneme rovnicu
2r —1=1-1r/3, z ktorej vyplyva r = 6/7.
Za aplné riesenie dajte 6 bodov. Za zistenie, Ze stredy kruznic k1, k2, k3 lezia na priamke, dajte 1 bod,

zostavenie kvadratickych rovnic pre hladany polomer r ocenite 3 bodmi, 2 body dajte za vypocet
polomeru r.

2. Na jednej internetovej stranke prebieha hlasovanie o najlepsieho hokejistu sveta
posledného desatrocia. Pocet hlasov pre jednotlivich hrdcov sa uvddza po zaokrihlent
v celyjch percentdch. Po Jozkovom hlasovani pre Miroslava Satana sa jeho zisk 7 % ne-
zmenil. Najmenej kolko ludi vrdatane Jozka hlasovalo? Predpokladdame, Ze kaZdy ucastnik
ankety hlasoval prdve raz, a to pre jedin€ho hrdca. (M. Panak)

Riesenie. Oznacme p pocet ucastnikov ankety vratane Jozka a j pocet hlasov pre
Satana. Na celych 7% sa zaokrthlia ¢isla z intervalu (6,5 %; 7,5 %), ¢ize (0,065;0,075).
Pred Jozkovym hlasovanim mal Satan j — 1 hlasov a po fiom j hlasov. Musi preto platit

- ,
0,065 < ]—1 < 0,075, 0,065 <L <0075
p— P

Pretoze z nerovnosti 0 < j < p vyplyva (j —1)/(p—1) < j/p, stadi riesit dve nerovnice

- .
0,066 <2~ a < <0,075. (1)
p—1 p

Prvéa z nich je ekvivalentna s nerovnicou 0,065p—0,065+1 < j a druh& s nerovnicou
j < 0,075p, preto musi platit 0,065p 4+ 0,935 < 0,075p, odkial vyplyva p > 93,5. Pretoze
p je celé ¢islo, dostavame p = 94. Musime vSak eSte zistit, pre ktoré najmensie p = 94
existuje celé ¢islo j, ktoré vyhovuje nerovniciam (1). Z podmienky p = 94 dostaneme
j 20,065 - 94 + 0,935 = 7,045, a teda 7 = 8. Z nerovnice j < 0,075p potom méame p >
> 320/3, ¢ize p = 107. Pretoze 0,065-107+0,935 < 8, je dvojica j = 8, p = 107 rieSenim

sustavy (1), takze p = 107 je najmensi mozny pocet Iudi, ktori v ankete hlasovali.

Iné riesenie. Nerovnice 0,065p + 0,935 < j < 0,075p, ekvivalentné s nerovni-
cami (1), upravime na tvar

j _ 0935
0.075 ~P= "0.065

¢o dava podmienku 0,0655 < 0,0755 — 0,075 - 0,935, ¢ize j > 7,5-0,935 > 7, takze j =
= 8. Z nerovnosti p > j/0,075 tak dostdvame nerovnost p = 107. Teraz staci overit, ze
p = 107 vyhovuje pre j = 8 aj druhej podmienke, t.j. ze plati 107 < (8 — 0,935)/0,065.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Za odvodenie takej stustavy dvoch nerovnic, ktord je analogicka
ststave (1), dajte 2 body, za postupné odvodenie odhadov pre celé éisla p a j dajte 3 body, za overenie,
ze p = 107 je najmensie hladané p, dajte 1 bod.



3. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik. Oznacme K a L pdty vysok z vrcholov A a B,
M stred strany AB a 'V priesecnik vysok trojuholnika ABC'. Dokazte, Ze os uhla KM L
prechddza stredom usecky VC. (J. Svréek)

Riesenie. Ozna¢me S stred tsecky C'V (obr. 3). Body K a L lezia na Talesovej kruznici
s priemerom AB, takze |ML| = |MK|. Body K a L zaroven lezia aj na Télesovej
kruznici s priemerom CV, takze |SL| = |SK]|. Trojuholniky SLM a SKM su teda
zhodné (sss), takze [ASML| = |£SMK|, ¢ize os uhla LMK prechadza stredom S
usecky V.

Obr. 3

Za tplné riesenie dajte 6 bodov. Po dvoch bodoch ocente odvodenie kazdej z rovnosti |ML| = |[M K|
a |SL| = |SK|, zostavajice dva body dajte za dokoncenie dékazu (argumentovat mozno napr. tiez
tym, ze oba trojuholniky LK M a LKS st rovnoramenné, a teda LMK S je deltoid).

4. Najdite vsetky trojice redlnych cisel x, y, z, pre ktoré plati

2004
—y=2-lyl—2=3|z| —x ="
lz] —y ly] — = 2] —2 = 5508
kde |a] oznacuje najvicsie celé ¢islo, ktoré neprevysuje cislo a. (J. Sim3a)

Riesenie. Danu stistavu rovnic prepiSeme na ekvivalentny tvar

Yy = LxJ - Q,
z=2ly| — «, (1)
r=3|z] — a,

priCom « sme oznacili ¢islo 2004/2005 z intervalu (0,1). Zo ststavy (1) vyplyvaja
postupne rovnosti

lyl = =] =1,
l2] =2[y] -1 =2[z] -3,
|z| =3|z] —1=6|z] — 10.
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Z poslednej rovnice dostdvame |x| = 2 a zo zostdvajicich dvoch rovnic dopocitame
ly| = |2] = 1. Dosadenim do (1) tak mame

g 2004 1 ., 2004 1 , 2004 1
=07 %005  “ 20050 YT 72005 T2005° © © 2005 2005
Vysli necelé cisla z, y a z, ktoré maja prave také celé casti, aké sme dosadzovali do
pravych stran rovnosti (1). Tak sme zaroven urobili skugku (ktord vSak mozno urobit
aj priamym dosadenim do povodnej stustavy). Uvedend trojica je (jedinym) rieSenim

danej tlohy.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 4 body za odvodenie vztahu pre jednu celi ¢ast. Dokoncenie
vypoctu ocente 2 bodmi, za chybajicu zmienku o skiske 1 bod strhnite.



