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1. Nech a, b, ¢, d su také redlne ¢isla, Ze a + d = b+ c. Dokdzte nerovnost
(a—b)(c—d)+(a—c)(b—d)+ (d—a)(b—c) = 0.

(E. Kovac)

Riesenie. Ked vyjadrime z rovnosti v predpoklade napr. d = b+ ¢ — a a dosadime tato
hodnotu do lavej strany dokazovanej nerovnosti, postupne dostaneme

(a—b)(a=b)+(a—c)la—c)+(b+c—2a)(b—c) =
= a® — 2ab + b* + a® — 2ac + ¢® 4+ b* + bc — 2ab — be — ¢ + 2ac =
= 2a® — 4ab + 2b* = 2(a® — 2ab + b*) = 2(a — b)*.
Tento vyraz je nezaporny pre vSetky redlne ¢isla a, b, ¢im je dand nerovnost dokézana.

Iné riesenie. Najskor ponechame podmienku a + d = b + ¢ bokom a ukazeme, Ze
vyraz na lavej strane dokazovanej nerovnosti mozno upravit na siucéin. Prva ¢ast vyrazu,
stéin (a—b)(c—d), je rovny nule v pripadoch, ked a = b alebo ¢ = d. Druh4 ¢ast vyrazu,
sucet (a — ¢)(b—d) + (d — a)(b — ¢), ma tiez v oboch pripadoch a = b, ¢ = d nulovi
hodnotu. Takze vyraz musi byt delitelny st¢inom (a — b)(c — d). Presvedéime sa o tom
roznasobenim a naslednym postupnym vynimanim:

(a—c)(b—d)+ (d—a)(b—c) = (ab—bc — ad + cd) + (bd — ab — c¢d + ac) =
= (=bc+bd) + (—ad + ac) = =b(c — d) + a(c — d) =
= (a —b)(c—d).

Dokazovand nerovnost mé preto tvar
2(a—=b)(c—d) 20,
do ktorého teraz dosadime ¢ — d = a — b. Dostaneme tak nerovnost
2(a — b)* 20,

ktord plati pre vSetky reélne ¢isla a, b. Tym je dand nerovnost dokézana.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Nech pre realne éisla a, b, ¢ plati @ + b + ¢ = 0. Dokazte rovnost

a® + b3 + ¢ = 3abe.

[a® +b% — (a+b)2 =a3+b —a® — 3a%b — 3ab? — b3 = —3ab(a + b) = 3abc.]
N2. Dokazte, ze pre vSetky realne cisla a, b, ¢ plati

be(c —b) + acla —¢) +ab(b—a) = (a —b)(b —c)(c — a).



2. Zistite, pre ktoré prirodzené ¢isla n = 2 je mozné z mnoziny {1,2,... ,n— 1} vybrat
navzdjom rozne pdrne c¢isla tak, aby ich siucet bol delitelny cislom n. (J. Zhouf)

Riesenie. Ak je n parne a v danej mnozine st parne ¢isla 2 a n — 2, pricom 2 < n — 2,
je ich sucet 2 + (n — 2) = n delitelny ¢islom n. Z podmienky 2 < n — 2 tak dostdvame,
ze vsetky parne cisla n > 4 vyhovuji podmienke tlohy.

Z mnozin {1} (pre n = 2) a {1,2,3} (pre n = 4) zrejme nemozno pozadovany
vyber uskutoc¢nit.

Ak je n neparne, mozeme pre n > 7 z danej mnoziny vybrat tri parne ¢isla 4, n— 3,
n—1, pricom 4 < n—3 <n—1, so sictom 4+ (n—3) + (n— 1) = 2n, ktory je delitelny
¢islom n.

Z mnozin {1,2} (pre n = 3), {1,2,3,4} (pre n = 5) a {1,2,3,4,5,6} (pre n = 7)
zrejme nemozno vybrat ani dve, ani tri rézne parne ¢isla s pozadovanou vlastnostou.

Podmienke tlohy vyhovuje ¢islo n = 6 a vSetky prirodzené éisla n = 8.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. N4jdite vSetky prirodzené ¢&isla n, pre ktoré mozno z mnoziny {1,2,...,n} vybrat
niekolko navzajom roznych éisel, ktorych sucet je delitelny éislom 2n. [n = 3.]
N2. Pre ktoré prirodzené ¢isla n mozno z mnoziny {1,2,... ,n} vybrat niekolko navzajom

roznych &isel, ktorych stéin je delitelny ¢islom n?? [Vietky zlozené ¢isla n > 4.]

3. V lubovolnom konvexnom Stvoruholniku ABCD oznacme E stred strany BC a F
stred strany AD. Dokdzte, Ze trojuholniky AED o BFC maju rovnaky obsah prave
vtedy, ked su strany AB a CD rovnobezné. (J. Simsa)

Riesenie. Priecka EFF' daného Stvoruholnika ABCD je v kazdom z trojuholnikov AED
aj BFC taznicou (obr. 1), ¢o znamend, Ze pre ich obsahy plati
Sagp = 2S5rEp = 25FEa,

(1)

Sprc = 2SrrEc = 2SrEB-

D C

B

Obr. 1

Oba trojuholniky FED, FEC maja spolo¢na stranu F'E a ich obsahy st rovnaké
prave vtedy, ked CD || FE. Podobne aj trojuholniky FEA, FEB maju spolo¢ni
stranu F'E a ich obsahy st rovnaké prave vtedy, ked AB || FE. Ak teda maju
trojuholniky AED a BFC rovnaky obsah, tak CD || FE a AB || FE, ¢ize AB ||
| CD.

Ak naopak AB || CD, je stredna priecka E'F' lichobeznika ABCD rovnobezna
s oboma zékladnami AB a CD, takze podla prechddzajicej ivahy Srpp = Srrc
a podla (1) tiez Sagp = Sprc. Tym je tvrdenie tlohy dokazané.
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NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokazte, ze v kazdom lichobezniku ABCD so zakladnami AB a CD sa si rovné
obsahy trojuholnikov ADP a BCP, pricom P je priese¢nik uhlopriecok lichobeznika.
[Uvedomte si, ze prave o spomenuté trojuholniky sa lisia trojuholniky ABC a ABD.]

N2. Dokéazte, ze v kazdom trojuholniku ABC st obsahy trojuholnikov ABP, BCP a CAP
rovnaké prave vtedy, ked P je faziskom trojuholnika ABC. [Sapc = Sppc prave
vtedy, ked bod P lezi na taznici z vrcholu C.]

4. Tri stvormiestne cisla k, £, m maju rovnaky tvar ABAB, t.j. ¢islica na mieste
jednotiek je rovnakd ako cislica na mieste stoviek a c¢islica na mieste desiatok je rovnakd
ako éislica na mieste tisicok. Cislo £ md ¢&islicu na mieste jednotiek o 2 vicsiu a ¢islicu
na mieste desiatok o 1 mensiu ako ¢islo k. Cislo m je sictom cisel k a £ a je delitelné
deviatimi. Urcte vsetky také cisla k. (T. Joska)

RieSenie. Aby bolo ¢islo m = CDCD delitelné deviatimi, musi byt sucet 2(C + D)
jeho ¢islic delitelny deviatimi, teda aj sucet C' + D musi byt delitelny deviatimi, Cize
¢islo C'D musi byt delitelné deviatimi.

Ak ma cislo k cislice A, B, A, B, mé ¢islo ¢ ¢islice A—1, B+2, A—1, B+ 2.
Kedze ¢islo B + (B + 2) = 2B + 2 je parne, je ¢islica D ¢isla m = k + ¢ parna. Preto
prichadzaji vzhladom na delitelnost deviatimi do vahy len tieto ¢isla m: 1818, 3636,
5454, 7272, 9090. Pretoze cislica C' je vo vSetkych pripadoch neparna a sucet cislic
A+ (A—1) =2A—1 je tiez neparny, nemodze byt B + (B + 2) > 10, teda B + (B +
+2)=DaA+(A-1) = C. Odtial uz lahko ur¢ime zodpovedajuce ¢islice C, D a ¢isla
k, ¢ zapiSseme do nasledujicej tabulky:

m | 1818 |3636 |5454 | 7272 9090
k{1313 |2222 | 3131 | 4040 |neexistuje
£ 10505 (1414 2323 | 3232 |neexistuje

Cislo 0505 nie je $tvormiestne, preto st rieSenim tlohy iba ¢isla k € {2222,3131,
4040}.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Trojmiestne ¢islo m je delitelné ¢islom 18 a da sa napisat ako stcéet dvojmiestneho
¢isla a jeho patfdesiatnasobku. Uréte vetky ¢isla m s touto vlastnostou. [m = 51 - 18.]

N2. Najdite vSetky trojmiestne &isla, ktoré maju ta vlastnost, Ze sacet druhych mocnin ich
Cislic je 118 a stiCet ich Cislic sa rovna poslednému dvojcisliu uvazovaného trojmiestneho
¢isla. [916.]

N3. K prirodzenému c¢islu m zapisanému rovnakymi ¢islicami sme pripocitali Stvormiestne
prirodzené cislo n. Ziskali sme Stvormiestne Cislo s opaénym poradim cislic, ako ma
¢islo n. Urcte vsetky také dvojice ¢isel m a n. [MO 52—-C-I-5.]

5. Urcte pocet vsetkych trojic dvojmiestnych prirodzenych cisel a, b, c, ktorych sucin
abc md zdpis, v ktorom su vsetky cislice rovnakée. Trojice lisiace sa len poradim cisel
povazZujeme za rovnaké, t.j. zapocitavame ich len raz. (J. Simsa)

Riesenie. Pre dvojmiestne ¢isla a, b, ¢ je stéin abe ¢islo Stvormiestne, alebo pétmiestne,
alebo Sestmiestne. Ak st teda vSetky déislice ¢isla abe rovné jednej ¢islici k, plati jedna
z rovnosti abc = k- 1111, abc = k- 11111 alebo abc = k- 111111, k € {1,2,...,9}.
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Cisla 1111 = 11-101 a 11-111 = 41-271 vsak maja vo svojom rozklade trojmiestne
prvodisla, takze nemozu byt st¢inom dvojmiestnych ¢isel. Ostava preto jedind moznost:

abc=Fk-111111=k-3-7-11-13 - 37.

Pozrime sa, ako moézu byt prvocisla 3, 7, 11, 13, 37 rozdelené medzi jednotlivé

.....

.....

3-11, 7-13 a 37, alebo na ¢initele 3-13, 7- 11 a 37. K tymto ¢initelom eSte pripojime
mozné Cinitele z rozkladu cislice k a dostaneme rieSenia dvoch typov:

a=33k;, b=91, ¢ =37ky, pricom ki € {1,2,3}, ko € {1,2},
a =39k, b=T7, c = 3Ty, pricom ki € {1,2}, ks € {1,2},

Hladany pocet trojic ¢éisel a, b, ¢ je teda 3 -2+ 2 -2 = 10.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Urcte pocet vsetkych dvojic dvojmiestnych prirodzenych ¢isel a, b, ktorych sucin ab
ma zapis, v ktorom s vSetky Cislice parne a rovnaké. Dvojice lisiace sa iba poradim
¢isel povazujeme za rovnaké, t.j. zapocitavame ich iba raz. [6.]
N2. Urcte pocet vsetkych dvojic trojmiestnych prirodzenych cisel a, b, ktorych sucin ab
ma zapis, v ktorom sa vsetky c¢islice rovnaké. Dvojice liSiace sa iba poradim c¢isel
povazujeme za rovnaké, t.j. zapocitavame ich iba raz. [26.]

6. V trojuholniku ABC' so stranou BC dizky 2 cm je bod K stredom strany AB. Body L
a M rozdeluji stranu AC na tri zhodné usecky. Trojuholnik K LM je rovnoramenny
a pravouhly. Urcte dlzky strain AB, AC vsetkych takych trojuholnikov ABC.

(P. Leischner)

Riesenie. Body L a M na strane AC zvolime tak, aby |AM| = |ML| = |LC|.
Taznica KO trojuholnika K LM je strednou prieckou trojuholnika ABC, plati teda
|KO| = |BC|/2, |AC| = 6|MO]| a |AB| = 2|AK|. Rozoberieme tri moznosti.

(a) Nech |KL| = |[KM]| (obr.2). Potom [{MKL| = |{MOK| = 90° a |[MO| =

C

A K B
Obr. 2

= |KO|. Z Pytagorovej vety pre trojuholnik AKO vyplyva

|AK| = /(3]MO|)? + |[KOJ? = \/10|KO|2 = V10| KO| = 1 V10| BC],
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takze

|AB| = 2|AK| = V10|BC| = 2V/10 cm,
|AC| = 6|]MO| = 6|KO| = 3|BC| = 6cm.

(b) Nech |[ML| = |[MK| (obr.3). Potom [{KML| = 90° a |[AM| = |ML| =

Obr. 3

= |[M K| = 2|MO)|. Z Pytagorovej vety pre trojuholnik K MO vyplyva

[KO| = v/[MOP + (2IMO|)? = V5|MO)|,

takze

6
|AC| = 6|MO| = |BC| = \/_
\/_
Z Pytagorovej vety pre trojuholnik AK M vyplyva
2410 V10
|AK| = /|[AMP? + [MK[? = V2I|MK| = 2V/2|MO| = = |KO| = =—=|BC],
takze
24/10 4+/10
|AB| = 2|AK| = —\BC| £ cm
(c) Nech [ML| = |KL| (obr.4). Potom |[{MLK| = 90°, takze |KL| = |[ML| =
C
L
MO
A K B
Obr.4

=2|LO| =2|MO| a |AL| = |AM|+|ML| = 4|MO|. Z Pytagorovej vety pre trojuholnik
KLO tak vyplyva

[KO| = V/|LOR + (2|LO)? = V5| LO],

takze

IAC| = 6|MO| = 6|L0)| = \/_|BC| 6‘[



Z Pytagorovej vety pre trojuholnik AK L vyplyva

[AK| = /|AL]? + [LK[? = /(4]LOI)? + (2|LO])? =
= 2V/5|LO| = 2|KO| = |BC| = 2 cm,

takze
|AB| = 2|AK| =2|BC| = 4cm.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Trojuholnik ma dizky stran 4cm, 5cm, 6cm. Uréte velkosti vysSok a taznic tohto
trojuholnika. [Navod: Oznaéme x vzdialenost pity vysky od stredu strany dizky 4,
potom podla Pytagorovej vety (2 + )2 + 62 = (2 — x)? + 52, atd.]

N2. Obdiznik ABC'D m4 strany dlzok a, b. Bod M je pitou kolmice vedenej z vrcholu B
na uhlopriecku AC. Vypoéitajte dizky tseciek AM, CM, BM. [|[MB| = ab/v/a2 + b2,

|AM| = /a2 — |MBJ2.]



