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1. Najdite vsetky trojice celych cisel x, y, z, pre ktore plati

x + yz = 2005,
y 4+ xzz = 2006.

(J. Simsa)

Riesenie. Odcitanim prvej rovnice od druhej dostaneme

(a:—y)(z—l) = 17

odkial vyplyva, ze bud plati x —y =2 —1=1,alebox —y=2—1=—1.

V prvom pripade mame z = 2, y = x—1 a po dosadeni do ktorejkolvek z povodnych
rovnic urcime x = 669, takze y = 668.

V druhom pripade mame z =0, y = x + 1, takze x = 2005 a y = 2006.

Riesenim st dve trojice x = 669, y = 668, z =2 a x = 2005, y = 2006, z = 0.

Iné riesenie. Z prvej rovnice vyjadrime x = 2005 — yz a tento vztah dosadime
do druhej rovnice, ktora upravime na

y + 2005z — yz? = 2006,
y(1 —2%) =2005(1 — 2) + 1.

Z danej sustavy je zrejmé, Ze z # 1, takze modzeme pisat
(1+2)=2005+ =
z) = a—
Y 1—2

Lava strana poslednej rovnosti je celé ¢islo, preto musi byt celé ¢islo aj prava strana.
Tejto podmienke vyhovuje jedine z =0 a z = 2.

Rovnako ako v predchédzajicom rieSeni dosadenim do ktorejkolvek rovnice povod-
nej sustavy dopocitame z = 669, y = 668 pre z =2 a x = 2005, y = 2006 pre z = 0.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Za kazdé chybajice rieSenie strhnite 2 body.

2. Pre ktoré prirodzené ¢isla n mozno z mnoziny {n,n + 1,n +2,... ,n?} vybraf styri
navzdjom rozne c¢isla a, b, ¢, d tak, aby platilo ab = cd ? (J. Simsa)

Riesenie. Pre n = 1 a n = 2 ma dand mnozina menej ako styri prvky.
KedZe pre kazdé prirodzené ¢islo n plati

n(2n +2) = 2n(n + 1),
mohli by sme zvolif a = n, b = 2n + 2, ¢ = 2n, d = n + 1. Tieto ¢isla st navzdjom
rozne pre kazdé n > 1, lebo pre také n plati n < n +1 < 2n < 2n + 2. Este zostava

overit, pre ktoré ¢isla n plati 2n + 2 < n?, aby takto zvolené $tyri ¢isla a, b, ¢, d boli
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z danej mnoziny. Je vidiet, Ze tato nerovnost plati pre kazdé n > 2, lebo je ekvivalentna
s nerovnostou 3 < (n — 1)%.

Mozeme teda zhrnut, Ze pozadované ¢isla a, b, ¢, d moZno z danej mnoziny vybrat
pre kazdé prirodzené ¢islo n > 2.

Iné riesenie. Pre n =1 a n = 2 méa danad mnozina menej ako Styri prvky.
Kedze pre kazdé prirodzené ¢islo n plati

n-6n =2n-3n,

mohli by sme zvolit a = n, b = 6n, ¢ = 2n, d = 3n. Tieto ¢isla st navzajom rozne pre
kazdé n, lebo n < 2n < 3n < 6n. Este zostava overit, pre ktoré ¢isla n plati 6n < n?,
aby zvolené $tyri ¢isla a, b, ¢, d boli z danej mnoziny. Je vidiet, Ze tato nerovnost plati
pre kazdé n > 5.

Pre n = 3 vyberieme a = 3, b = 8, ¢ = 6, d = 4, pre n = 4 vyberieme a = 4,
b=10,c=38,d=>5aleboa =5,b=12, ¢c =6, d = 10, pre n = 5 vyberieme a = 5,
b=12, c =10, d = 6.

Mozeme teda zhrnut, Ze pozadované ¢isla a, b, ¢, d mozno z danej mnoziny vybrat
pre kazdé prirodzené cislo n > 2.

Pozndmka. Stvoric navzajom roznych é&isel a, b, ¢, d, ktoré spliajia dané podmienky,
je vela. Vzdy je ale treba pri takej $tvorici urcit, od ktorého najmensieho ¢isla n dané
podmienky platia a pre zostavajice prirodzené ¢isla n je treba urcit konkrétne hodnoty
¢isel a, b, c, d.

Tak je mozné volit napriklad a = n, b =3n+3, ¢ =3n,d =n+1 pre n > 3, alebo
a=n+1,b=2n+4,¢=2(n+1),d=n+2 pre n > 3 a podobne.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Za nezdovodnenie réznosti ¢isel a, b, ¢, d strhnite 1 bod. Za nezdo-
vodnenie, Ze ¢isla a, b, ¢, d patria do danej mnoziny, strhnite 1 bod. Pri volbe takej vSeobecnej $tvorice
éisel a, b, ¢, d, Ze je treba najst konkrétne éisla a, b, ¢, d pre niekolko prvych &isel n, strhnite 2 body,
ak tieto pociatocné konkrétne cisla chybaju.

3. Je dand usecka AB. Zostrojte bod C tak, aby sa obsah trojuholnika ABC' rovnal 1/8
obsahu S Stvorca so stranou AB a sucet obsahov Stvorcov so stranami AC a BC sa
rovnal S. (A. Jancarik)

Riesenie. Podmienka, Ze obsah trojuholnika ABC' sa ma rovnat 1/8 obsahu S Stvorca
so stranou AB znamend, Ze vy$ka trojuholnika ABC na stranu AB mé4 dizku |AB|/4,
takze bod C musi lezat na jednej z dvoch rovnobeziek s priamkou AB vzdialenych
|AB|/4 od priamky AB.

Podmienka, Ze stucet obsahov Stvorcov so stranami AC' a BC sa mé rovnat obsahu
Stvorca so stranou AB znamené podla Pytagorovej vety pre trojuholnik ABC Ze tento
trojuholnik je pravouhly s preponou AB, takze bod C' musi lezat na Talesovej kruznici
so stredom v strede prepony AB a polomerom |AB|/2.

Konstrukcia bodu C je teda jednoducha. Obe spomenuté rovnobezky zrejme pretnt
kruznicu nad priemerom AB v Styroch bodoch (obr.1). Vzhladom na to, Ze sa jedna
o polohovt tlohu, ma tloha Styri rieSenia.



Obr. 1

Za Uplné riesenie je 6 bodov, z toho 2 body za spravne urcenie poctu rieseni. Za zistenie, ze bod C lezi
na urcenych rovnobezkach s priamkou AB, dajte 2 body. Za dokaz, ze bod C lezi na Talesovej kruznici
nad priemerom AB, dajte 2 body. Za uvedenie, Ze tloha mé dve riesenia, dajte 1 bod, za uvedenie,
ze uloha ma Styri riesenia, dajte 2 body. Pokial nebude uvedeny ziadny pocet rieseni, nedajte ziadny
z 2 bodov urcenych na tento ucel.



