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54.ro¢nik MO Riesenia tloh krajského kola kategorie C

1. Urcte cislice x, y, z tak, aby platila rovnost

r+y
= Z’yaj7
z
kde zZ,yx oznacuje cislo zloZen€ zo z jednotiek, y desatin a x stotin. (J. Zhou)

Riesenie. Z danej rovnosti pre z # 0 postupnymi tpravami dostavame

:U—l-yzzyx
Z 9 b

Tty _ Yy .z
> T 10T 1000

100(x + y) = (100z + 10y + x) - .
Kedze =z, y, z sa Cdislice, platia nerovnosti 100 - (9 + 9) = 100(z + v)
a (100z + 10y + =) - z = 100z - z; odtial 18 = 22. To znamend, %e z € {1,2,3,4},
lebo hodnota z = 0 nie je pripustna.
Pre z = 1 mé dand rovnost tvar
100(z + y) = 100 + 10y + x, teda
99z + 90y = 100.
Uvahou o delitelnosti desiatimi zistime, ze musi byt 2 = 0. Potom ale neexistuje Ziadne
celé y spliajice rovnost 90y = 100. Preto nemdze byt z = 1.
Pre z = 2 mé dand rovnost tvar
100(z +y) = (200 + 10y + ) - 2, teda
49x + 40y = 200.
Uvahou o delitelnosti desiatimi zistime, ze musi byt « = 0. Potom y = 5, takze v tomto
pripade spliaji dant rovnost ¢islice z =0, y = 5, z = 2.
Pre z = 3 ma dana rovnost tvar
100(z 4+ y) = (300 + 10y + x) - 3, teda
97z 4 70y = 900.
Uvahou o delitelnosti desiatimi zistime, ze musi byt « = 0. Potom ale neexistuje ziadne
celé y spliajice rovnost 70y = 900. Preto nemdze byt z = 3.
Pre z = 4 mé dané rovnost tvar
100(z +y) = (400 + 10y + ) - 4, teda
24x + 15y = 400.
Tu mame 400 = 24x + 15y < 24 -9+ 15 -9 = 351, teda nemdze byt z = 4.
Dan4 rovnost je splnend jedine pre z = 0, y = 5, z = 2. Naozaj plati (04 5)/2 =
= 2,50.

Za 1plné riesenie dajte 6 bodov. Pokial bude rieSenie urobené uvedenym spdsobom, tak za ohranicenie
z < 5 dajte 2 body, za vyrieSenie rovnice pre jednotlivé hodnoty z € {1,2, 3,4} dajte po jednom bode.



2. Ku kaZdému prirodzenému cislu n > 2 ndjdite aspon jednu dvojicu roznych prirodze-
nych cisel p, q tak, aby ¢islo 1/n bolo aritmetickym priemerom cisel 1/p a 1/q.
(L. Bocek)

Riesenie. K Tubovolne zvolenému prirodzenému ¢islu n > 2 hladame priklad takych
roznych prirodzenych cisel p, q zavislych na ¢isle n, aby platilo

Po tpravach mé tato rovnost tvar

2pg =n(p+q), ¢ize p(2¢—n)=ng.

KedZe stac¢i najst jedint dvojicu ¢isel p, ¢, je mozné ju hladat sktiSanim niekolkych
jednoduchych moznosti v poslednej rovnici.

Ked polozime 2¢ —n = 1, bude ¢ = (n+1)/2 a p = n(n + 1)/2. Tieto ¢isla st
prirodzené a navzajom rozne pre fubovolné neparne ¢islo n > 2.

Dalej sktisme polozit 2¢ — n = 2. Ziskame tak ¢ = (n +2)/2 a p = n(n + 2)/4.
Tieto ¢isla st prirodzené a navzajom rozne pre lubovolné parne ¢islo n > 2.

Pre neparne ¢islo n > 2 teda mézeme polozit ¢ = (n+1)/2ap=n(n+1)/2 a pre
parne Cislon > 2 zasa ¢ = (n+2)/2 ap=n(n+2)/4.

Za Gplné rieSenie dajte 6 bodov, z toho za vytvorenie rovnosti p(2¢ — n) = ng alebo inej vhodnej
rovnosti, ktord posluzi pri konstrukcii ¢isel p a ¢, dajte 2 body.

3. Lubovolnym vmitornym bodom P uhlopriecky AC daného obdlznika ABCD si vedené
rovnobezky s jeho stranami tak, Ze pretinaju usecky AB, BC, CD a DA postupne
v bodoch K, L, M a N. Dokdzte, Ze
a) priamky LM a KN st rovnobezky,
b) vzdialenost rovnobeziek LM a KN je konstantnd (nezavisi na volbe bodu P),
c¢) pre obvod o Stvoruholnika K LM N plati nerovnost o = 2|AC.
(J. Svréek)

Riesenie. a) AC a BD st uhlopriecky obdlznika ABCD, preto st uhly ABD a BAC
zhodné. AP a KN sua uhlopriecky pravouholnika AK PN, preto st uhly AKN, KAP
a APN zhodné (obr.1). PC a LM st uhlopriecky pravouholnika PLC M, preto st uhly
PLM a LPC zhodné. Uhly APN a LPC st zhodné (vrcholové uhly), preto st zhodné aj
uhly AKN, PLM a ABD. Priamky LM a KN su teda rovnobezné s uhloprieckou BD
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daného obdl7nika, a preto st rovnobezné aj navzajom.
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Obr. 1

b) Ak X a Y su priesecniky priamok LM a KN s uhloprieckou AC, plati | XY| =
= |XP| + |PY| = |CP|/2 + |PA|/2 = (|CP| + |PA|)/2 = |CA|/2. Usecka XY ma
teda dlzku nezavislt na polohe bodu P. Podla a) zviera priamka XY s priamkami
KN a LM rovnaky uhol ako s priamkou BD, takze tento uhol tiez nezavisi na polohe
bodu P. Preto je aj vzdialenost priamok LM a KN nezavisla na polohe bodu P (a je
jednoznacne uréend velkostou |XY| a uhlom M X P, pricom |AMXP|=2|£{ABD)|).

c¢) KL a BP st uhloprie¢ky pravouholnika K BLP, s preto zhodné. Podobne st
MN a PD zhodné uhlopriecky pravouholnika NPM D, LM a PC zhodné uhlopriecky
pravouholnika PLCM a NK a AP zhodné uhlopriecky pravouholnika AK PN. Pre
obvod stvoruholnika K LM N tak plati

o= |KL|+ [LM|+ |MN|+|NK| = (|[KL| + [MN|) + (|[LM| + |[NK|) =
= (IBP|+[PDI|) + (|PC| + [AP]) 2 [BD| + [AC| = 2|AC],

pri¢om sme vyuzili trojuholnikovt nerovnost |BP| + |PD| = |BD| pre trojicu bodov
B, D, P.

Za Uplné rieSenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za dodkaz tvrdenia a), 2 body za dokaz tvrdenia b)
a 2 body za dokaz tvrdenia c).

4. Popiste konstrukciu lichobezinika ABCD so zdkladriami AB a CD, ktorému sa dd
opisat kruznica s polomerom r = 5cm, ked je dand vzdialenost d = 2cm jej stredu od
priesecnika uhlopriecok a |[{ BAC| = 70°. (E. Kovac)

RieSenie. VSimnime si lichobeznik ABC D, ktorému mozno opisat kruznicu. Priamka
prechadzajica jej stredom S kolmo na obe zékladne AB a C'D je osou simernosti oboch
tetiv AB a CD, teda aj osou stmernosti celého lichobeznika ABCD. Jeho ramena AD
a BC su preto zhodné a prieseénik P uhloprie¢ok AC a BD lezi tiez na osi useCiek AB
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a CD. Kedze podla zadania | BAC| = 70°, plati [{APS| = 20° (obr. 2).

Obr. 2

Konstrukcia. Zostrojime tsecku SP, pricom |[SP| = d = 2cm, a kruZnicu
k(S;5cm). Bodom P vedieme polpriamky PX a PY tak, aby |[{SPX| = |[{SPY| =
= 20°. Priese¢niky polpriamok PX a PY s kruznicou k st body A a B. Potom
priesecniky vnutier polpriamok AP a BP s kruznicou k st body C' a D.

Uloha ma4 jediné riesenie.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za zddvodnenie toho, ze body S a P lezia na osi
strany AB, 3 body za popis konstrukcie a 1 bod za urcenie poctu rieseni.



