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1. Urcte vsetky dvojice (p,q) redlnych &isel také, Ze rovnica x° +px +q = 0 md riesenie
v obore redalnych cisel, pricom plati: Ak t je koreriom tejto rovnice, potom aj |2t — 15|
je jej koreriom. (P. Cernek)

Riesenie. Nech ¢, s st readlne korene danej kvadratickej rovnice. Zaoberajme sa najskor
pripadom, ked uvazovana kvadratickd rovnica ma dvojnasobny (realny) koren. Vtedy
plati ¢ = s, pricom podla podmienok tlohy je ¢t = |2t — 15|. Pre t = 15/2 dostavame
rovnicu t = 2t — 15 s rieSenim ¢ = 15, pre t < 15/2 rovnicu t = —(2t — 15) s rieSenim
t = 5. Im prisltchajtce kvadratické rovnice majt tvar (z — 5)? = 2% — 102 + 25 = 0
a (r—15)? = 22 — 30z + 225 = 0.

Venujme sa dalej pripadu, ked uvazovana kvadratické rovnica mé dva rézne realne
korene t, s. Rozoberieme tri pripady.

Ak t = |2t — 15| a stcasne s = |2s — 15|, tak rieSenia oboch rovnic (podla
predchadzajiaceho) tvoria dvojicu {t,s} = {5,15}. Prisluchajica kvadratickd rovnica
ma tvar (x —5)(z — 15) = 2% — 20z + 75 = 0.

Ak t = |2s — 15| a sucasne s = |2t — 15|, tak rieSenim Styroch ststav rovnic
t=+(2s—15), s=+(2t—15)

(ktoré zodpovedaju roznym volbam znamienok) dostaneme dvojice (s,t) rovné (15,15),
(5,5), (3,9) a (9,3). Z nich len posledné dve vyhovuju povodnej ststave a podmienke
s # t. Dodajme, Ze sustavu rovnic t = |2s — 15| a s = |2t — 15| mozno riesit aj graficky
v rovine Ost, do ktorej zakreslime obe lomené ¢iary ¢t = |2s — 15| a s = |2t — 15| (obr. 1).
Dvojiciam (3,9) a (9, 3) prislicha kvadratick4 rovnica (z—3)(x—9) = 22 —122+27 = 0.

Obr. 1

Ak t = |2t — 15| = |2s — 15|, tak uz vieme, Ze rovnica t = |2¢ — 15| m4 rieSenie
t=>5at=15 Pret =05 zrovnice 5 = |2s — 15| vyplyva s = 5 alebo s = 10, pre t = 15
z rovnice 15 = |2s — 15| vyplyva s = 0 alebo s = 15. Vzhladom na podmienku s # t
tak dostavame dve riesenia (¢,s) = (5,10) a (¢,s) = (15,0). Tymto rieSeniam potom
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prisltichaji postupne dve kvadratické rovnice (z — 5)(z — 10) = 2% — 15z + 50 = 0
a (z—15)z = 22 — 152 = 0.

Zdver. Danej tlohe vyhovuje Sest dvojic (p, ¢) redlnych ¢isel, a to dvojice (—10, 25),
(—30,225), (—20,75), (—12,27), (—15,50) a (—15,0).

2. V rovine daného stvorca K LM N wurcte mnoZinu vsetkych bodov P, pre ktoré siu uhly

NPK, KPL a LPM zhodné. (J. Svréek)

Riesenie. Oznacéme P hladant mnozinu bodov a S stred stvorca K LM N. Zrejme S €
€ P (obr.2).

Dalej uréime vsetky hladané body P (P # S), ktoré lezia vnutri pasu ohranic¢eného
rovnobezkami KN a LM. Ukazeme, ze kazdy taky bod P lezi v polrovine opacnej
k polrovine M NK alebo vnutri trojuholnika M NS. Pre kazdy bod P uvazovaného
pasu, ktory lezi v polrovine opacnej k polrovine K LM, totiz plati |[{KPL| > |{KPN/|,
lebo polpriamka PN lezi v uhle K PL. Dalej pre body P vnitri trojuholnika K SN
zrejme plati [{NPK| > 90° > |{LPM]| a pre body P vnutri trojuholnika LM S zasa
|{NPK| < 90° < |{LPM]. A kone¢ne pre kazdy bod P v trojuholniku K LS (mimo

je mensi ako 90° (vnutorné oblasti Télesovych kruznic nad priemermi NK a LM majt
prazdny prienik).
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Obr. 2

Ak teda hladany bod P lezi vo vysSrafovanej oblasti na obr. 2, st priamky PK a PL
podla zadania osami uhlov NPL a KPM. Preto v trojuholniku LPN os PK uhla
N PL pretina kruznicu opisant tomuto trojuholniku (okrem bodu P) v bode leziacom
na osi strany N L. Tymto bodom je vSak vrchol K stvorca KLMN. Body P, N, K, L
teda lezia na jednej kruznici, ktorou je kruznica opisana stvorcu K LM N. (Analogicky
vysledok dostaneme, ked uvazujeme os PL uhla K PM.) Bod P preto lezi na kratSom
obliku M N kruznice opisanej Stvorcu K LM N (ozna¢me ho ¢). Naopak, pre kazdy bod
P € ¢ plati podla vety o obvodovych uhloch (pre zhodné tetivy NK, KL, LM)

|{NPK| = |{KPL| = |{LPM| = 45°.
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Tym je hladanie bodov P v pase medzi rovnobezkami K M a LM ukoncené.

Dalej Tahko nahliadneme, ze Tubovolny vnatorny bod P kazdej z polpriamok opadé-
nych k polpriamkam KM, LN, MK, NL dani vlastnost mé. Ukézeme, Ze ziadny dalsi
bod roviny $tvorca K LM N uvedent vlastnost nemé. Staci sa pritom vdaka symetrii
zaoberat len jednou z polrovin ohrani¢enych osou o strany K L daného $tvorca. Pretoze
sme uz vySetrili cely pés ohrani¢eny rovnobezkami KN a LM, sta¢i (bez ujmy na
vSeobecnosti) skimat len body polroviny opac¢nej k polrovine LM N. Priamky KL,
MN, LM, KM a LN delia tato polrovinu na pét casti (obr.3), pritom Ziadny bod
priamok KL, LM a M N dant vlastnost o¢ividne nema.
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Obr. 3

Ukéazeme, zZe ziadny vnutorny bod kazdej z oblasti I az V roviny stvorca K LM N nie
je prvkom mnoziny P. Ak P je vnutornym bodom oblasti I, evidentne plati |[{ K PL| >
> |[LLPM]| (obr.3). Ak P je vnatornym bodom lubovolnej z oblasti II alebo III,
plati naopak |[{KPL| < |£LPN|. Pre Tubovolny vnatorny bod oblasti IV zasa plati
|{NPK| > |£KPL| a pre lubovolny vntutorny bod P oblasti V plati naopak |{ NPK| <
< |AKPL|. Vo vSetkych piatich uvazovanych pripadoch sme sa tak vzdy dostali do
sporu s podmienkami tlohy.

Tym sme presktimali vsetky body roviny Stvorca K LM N.

Zdver. Hladan&d mnozina bodov P sa skladé zo vSetkych vnatornych bodov krat-
sieho obltika M N kruznice opisanej danému stvorcu K LM N, zo vSetkych vnitornych
bodov polpriamok opac¢nych k polpriamkam KM, LN, MK a NL a zo stredu S daného
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Stvorca (obr. 4).
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3. Pre lubovolné prirodzené cislo k zostavme z pismen A, B wvsetky moZnd ,slovd*

dlZky k. Rozdelme ich do dvoch skupin Py, a Ny podla toho, ¢i je v danom slove pdrny
alebo mepdrny pocet ,slabik“ BA (za pdrny povaZujeme aj pocet 0). Napriklad slovd
BABBBBA a AAAAAAB patria do skupiny Pr, slovai AABBABB a BABAABA
patria do skupiny Nr. Zistite, pre ktore k maju skupiny P, a Ny rovnaky pocet prvkov.

(J. Sim3a)

RieSenie. Skupinu P} rozdelme na dve casti (PA); a (PB); podla toho, ¢ slovo
skupiny Py konéi pismenom A, alebo pismenom B. Skupinu Ny rozdelme analogicky na
dve Casti (NA)i a (NB)g. Ozna¢me dalej pi, ni, (pA)k, (pB)k, (nA)k, (nB)y postupne
pocty prvkov skupin Py, Ng, (PA)k, (PB)g, (NA)g, (NB)g. Pre kazdé prirodzené
¢islo k potom podla nasho rozdelenia plati

pr = (PA)k + (pB)k,
ng = (nA)g + (nB).

Kazdé slovo zo skupiny (PA)g+1 vznikne tak, Ze pripiSeme pismeno A bud na koniec
slova zo skupiny (PA)g, alebo na koniec slova zo skupiny (/N B). Plati preto

(PA) k1 = (pA)r + (nB)i.

(1)

Analogicky platia tiez vztahy

(pB)k+1 = (pA)k + (pB)k,
(nA)k+1 = (pB)k + (nA)k, (2)
(nB)k+1 = (nA)k + (nB)i.

Pre n = 1 maju skupiny tvar
(PA), ={A}, (PB);={B}, (NA);=0, (NB); =10,
a teda (pA); = (pB)1 =1a (nA); = (nB); =0.
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Predpokladajme, ze pre nejaké prirodzené ¢islo m obsahuju skupiny (PA),,
a (PB),, rovnaky pocet prvkov, ktory oznaéime ¢, a zaroven skupiny (NA),, a (NB),
maju rovnaky pocet prvkov, ktory oznac¢ime r. Naviac predpokladajme, ze plati ¢ # r,
ako to plati v pripade m = 1, ked ¢ = 1 a r = 0. Do nasledujtcej tabulky zapisme
pocty prvkov v skupinach pre ¢isla k& rovné m, m + 1, m + 2, m + 3 a m + 4. Pritom
pre vypo¢ty hodndt vyuzijeme vztahy (1) a (2).

kIl m m+1 m+2 m+3 m-+4
(pA)r| ¢ q+r q+3r 2¢+6r  6g+10r
k| ¢ 2q 3¢+ 4q + 4r 6q + 10r
k| © q+r 3q+r 6qg +2r  10q + 67
k| T 2r qg+3r 4qg+4r 10q + 67
pe| 29 3g+7r 4g+4r 69+ 10r 12q 4+ 20r
ng| 2r q+3r 4q+4r 10g+6r  20q + 12r

Z tabulky mozZno vy¢itat niekolko poznatkov. Pretoze q # r, plati aj 2q # 2r, 3¢+ r #
# q + 3r a 6¢ + 10r # 10q + 6r. Vidime, Ze py # Ny, Pmtl 7 Mmtl, Pmi2 = Mmi2,
Pm+3 7 Nm+s a ze skupiny (PA);,4+4 & (PB)y4+4 obsahuju opét rovnaky pocet prvkov
a skupiny (NA),+4 & (NB);,44 opdt rovnaky pocet prvkov, pritom tieto pocty su
navzajom rozne.

Pouzitim matematickej indukcie zdovodnime, Ze uvedend tabulka mé vSetky spo-
menuté vlastnosti pre kazdé m = 4¢ + 1, kde £ je celé nezaporné ¢islo, takze rovnost
pr = ny plati prave vtedy, ked k = m + 2 = 44 + 3.

Zaver. Skupiny Py a Ni maja rovnaky pocet prvkov prave vtedy, ked k = 44 + 3,
kde /¢ je celé nezaporné cislo.

4. Uréte najmensie redlne ¢islo p také, Ze nerovnost

1
V12414 V2 +14+V32+1+...+ n?+1< on(n+p)

plati pre kazdé prirodzené ¢islo n. (S. Travnicek)

RieSenie. Pre n = 1 ma dané nerovnost tvar
1
V2 < S(p+1), dze p2 22 — 1.

Ozna¢me p; = 2v/2—1. Zistili sme, Ze Ziadne &slo p mensie ako p; pozadovani vlastnost
nema. Cislo p; teda bude hladanym ¢&islom, ak ukéZzeme, Ze pre kazdé n > 1 plati

1
VIZ414+V2+1+V32+14--+ n? + 1= on(n+p). (1)

Dékaz urobime matematickou indukciou.
1° Pre n =1 je nerovnost (1) splnend vdaka spésobu, akym sme ¢islo p; urdili.
2° Predpokladajme, Zze nerovnost (1) plati pre ur¢ité prirodzené ¢islo n a uké-
zeme, ze plati aj pre prirodzené cislo n + 1. Nech teda

F(n)= V1241422414 V32+1+ - +Vn2+15

1
< En(n +P1)'

(2)



Pretoze
Fn+1)=Fn)++vV(n+1)2+1,

podla indukéného predpokladu (2) a definicie ¢isla p; plati
1
F(n+1)§§n(n+2\/§—l)+ (n+1)2 41. (3)
Teraz dokdzeme nerovnost

%n(n+2\/§—1)+ (n+1)2+1§%(n+1)(n+1+2\/§—1). (4)

Jej tipravou dostaneme s 1iou ekvivalentnii nerovnost
(n+12+1<n+V?2,
o platnosti ktorej sa lahko presved¢ime po umocneni oboch stran na druhu:
(n+v2) =n?+2v2n+2>n*+2n+2=(n+1)>+ 1,
Podla (3) a (4) plati
F(n+1) = %(n+1)(n+1+2\/§—1) = %(n—f—l)(n—f-l—kpl),

¢o je nerovnost (1) pre hodnotu n + 1.
Zdver. Hladanym realnym ¢islom je ¢islo p = 2v/2 — 1.

5. Nech ABCD je tetivovy sStvoruholnik, ktorého wvnitorny wuhol pri vrchole B mad
velkost 60°.

a) Ak |BC| = |CD|, potom plati |CD|+ |DA| = |AB|; dokdzte.

b) Rozhodnite, ¢i plati opacnd implikdcia. (E. Kovac)

Riesenie. Najskor sa zamyslime, ako moze taky tetivovy stvoruholnik ABC D s Sestde-
siatstupniovym uhlom pri vrchole B a so zhodnymi stranami BC a CD vyzerat.
Ozna¢me k kruznicu, ktora je Stvoruholniku ABC'D opisana. Pretoze |[{ABC| = 60°,
je uz urcend velkost uhlopriecky AC, ktord je tetivou prislichajicou obvodovému
uhlu 60°. Vrchol D potom musi byt vntatornym bodom kratsieho oblika AC kruznice k
(v polrovine opac¢nej k ACB) a vrchol B je obrazom bodu D v stmernosti podla
priamky SC' (obr.5), kde S je stred kruznice k.




Pretoze podla predpokladu plati |[BC| = |C'D|, st obvodové uhly BAC a CAD
prislichajice zhodnym tetivim zhodné. Vidime teda, ze polpriamky AD a AB st
stmerne zdruzené podla osi AC. Ozna¢me X obraz bodu D v tejto simernosti (obr. 5).
Bod X zrejme lezi vnutri strany AB (obraz kratsieho obluka AC' lezi cely vo vnutornej
oblasti kruznice k), a pretoze |[C X | = |CD| = |BC|, je trojuholnik X BC' rovnoramenny.
Trojuholnik X BC' je dokonca rovnostranny, pretoze velkost jeho uhla pri vrchole B je
60°. Preto |BX| = |BC| = |CD)|. Zo stimernosti naviac vyplyva |DA| = | X A|, takze
|CD|+ |DA| = |BX|+ |XA| = |AB|, ¢o je pozadovana rovnost v Casti a).

Lahko nahliadneme, Ze opa¢né implikécia neplati. Staci zobrat taky Stvoruholnik
ABCD, ktory spliia predpoklady tilohy, a zaroveti v iom plati |CD| # | DA| (taky uréite
existuje, ako sme naznac¢ili hned v ivode riesenia). Ked vymenime strany C'D a DA,
t.j. nahradime vrchol D vrcholom D’ stimerne zdruzenym s vrcholom D podla osi uh-
lopriecky AC (obr.6), dostaneme tetivovy Stvoruholnik ABC D’ s Sestdesiatstupriovym
uhlom pri vrchole B, ktory bude aj nadalej spliiat rovnost |CD’| + |D'A| = |DA| +
+|CD| = |AB|, ale bude v fiom platit |BC| = |CD| = |D'A| # |D'C]|.

Obr. 6

Iné riesenie. Pripomenieme si sinusovu vetu v nasledujicom tvare, ktory vyplyva
z vety o obvodovych uhloch: Ak R je polomer kruznice opisanej trojuholniku ABC tak
sina = a/(2R), kde a = |BC|. (Ked doplnime cyklicky dalsie dve rovnosti, dostaneme
odtial jednoducho bezné znenie sinusovej vety.)

Ak teraz oznac¢ime ¢ obvodovy uhol prislichajici zhodnym tetivam BC a CD
(0° < ¢ < 60°), zistime, Ze tetive DA prislucha obvodovy uhol 60° — ¢ a tetive AB
obvodovy uhol 120° — ¢ (obr. 7). Dokazovand rovnost je potom podla sinusovej vety
ekvivalentna s rovnostou

sin ¢ + sin(60° — ¢) = sin(120° — ).

Pretoze sin(120° — ¢) = sin(60° + ¢), je uvedend rovnost (po jednoduchej tprave)
ekvivalentna s rovnostou

sin ¢ = 2 cos 60° sin ¢,
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ktora trivialne plati.

Obr.7

Rovnako ako v predchddzajicom rieSeni si uvedomime, ze rovnost |CD|+ |DA| =
= | AB| ostane zachovand, ak v danom Stvoruholniku vymenime strany C'D a DA. Novy
Stvoruholnik ostane tetivovy, velkost jeho vnutorného uhla pri vrchole B sa nezmeni,
ale namiesto rovnosti |BC| = |C'D| bude splnena rovnost |BC| = |DA|.

Iné rieSenie. Oznaéme dlzky stran Stvoruholnika ABC D, ktory spliia podmienky
ulohy, zvycajnym spésobom a, b, ¢, d. Pretoze vnutorné uhly pri vrcholoch B a D maja
velkost 60°, resp. 120°, z kosinusovej vety pre trojuholniky ABC a C'DA vyplyva (po
porovnan{ dvoch vyjadreni hodnoty |AC|?) rovnost

a®> +b* —ab=c® 4+ d?* + cd. (6)
a) Ak b = ¢, mozno z rovnosti (6) postupne odvodit

A+ —ac=c+d*+cd,
a? —d® = ac+cd,
(a—d)(a+d) =cla+d),

a—d=c.

Rovnost a = ¢ + d, ktortt sme mali dokdzat, teda plati.

b) Ak plati @ = ¢ + d, po dosadeni za a do rovnosti (6) dostaneme
(c+d)?+b*—(c+d)b=c*+d*+cd.

Odtial po tprave mame vztah (b—c)(b—d) = 0, z ktorého vyplyva, Ze plati b = ¢ alebo
b = d. Opacna implikacia teda vseobecne neplati.

6. V obore redlnych cisel vyrieste sustavu rovnic

(J. Simsa)



Riesenie. Ak su ¢isla z, y, z rieSenim danej ststavy, zrejme plati zyz # 0. Vynasobme
preto jednotlivé rovnice postupne ¢initelmi yz, zx, xy a v obore nenulovych realnych
¢isel rieSme ekvivalentna stistavu rovnic

Pyz=y+z ayiz=x+z2 ay=z+vy. (1)
Suctom Tavych a pravych stran tejto ststavy rovnic ziskame po tprave rovnicu
(xyz —2)(x +y+2)=0.

Odtial vidime, ze plati zyz = 2 alebo = + y + z = 0. Rozoberme tieto dva pripady
osobitne.

Nech zyz = 2. Po dosadeni za séin zyz v ststave (1) dostaneme
e =y+z2, 2y=zx+z2 2z=x+4y,
¢o je ekvivalentné so stistavou
Jxr=x+4+y+z2 3dy=x+y+z 3z=x+y+-=z
Odtial vyplyva x = y = z. Vzhladom na podmienku zyz = 2 dostaneme z =

y =
= 2z = /2. Skskou overime, Ze trojica (¥/2, /2, v/2) je skuto¢ne riesenim ststavy (1),
a teda aj povodnej stustavy rovnic.

Nech x+y+2 = 0. Z prvej rovnice stistavy (1) vyplyva 22yz = —z, odkial vzhladom
na podmienku z # 0 dostaneme xyz = —1. Overme, ze kazda trojica nenulovych
realnych é&isel (z,y, z) spliajtca ststavu dvoch rovnic

r4+y+2=0, zyz=-1 (2)
je rieSenim povodnej ststavy. Z rovnosti (2) totiz vyplyva

1 1 —
_+—:y+Z: L :Z‘Q
y oz yz —1/x

(vzhladom na symetriu zadanej stustavy stacilo overit jednu rovnicu).

Ststava rovnic (2) ma v obore nenulovych redlnych ¢isel nekoneéne vela rieSeni,
ktoré ziskame napriklad tak, Ze jednu premennt (napr. z) zvolime ako parameter. Tym
dostaneme ststavu

rT+y=—z2, xy:—;.

Po dosadeni za x z prvej rovnice do druhej dostaneme

1
(y+2)y= o

teda



Jednd sa o kvadratickti rovnicu s nezndmou y a parametrom z. Jej diskriminant je
rovny D = z? +4/z. Nutnou a posta¢ujiicou podmienkou pre to, aby tato rovnica mala
redlne korene, je nerovnost D = 0. VyrieSenim nerovnice (22 +4)/z = 0 dostaneme pre
parameter z podmienku

z € (—00,—V4) U (0,00). (4)

Za podmienky (4) mé kvadraticka rovnica (3) korene

—z24+ /22 +4/z oz =22+ 4/

et a et s
Y1 5 Y2 5

ktorym podla vztahu x = —y — 2z zodpovedaji hodnoty

—z— /2?2 +4/z ozt N/22 44z

frmnd a et
I 9 X9 9

Pritom (z1,¥1) = (22, y2) plati iba v pripade z = —V/4.

Zdver. Dana ststava mé rieSenie © = y = z = /2. VSetky ostatné rieSenia su
trojice (z,y, z) tvaru

b

(ﬂc,y,z):(_zi 22’2+4/z — 22—1—4/2/72)7

kde z je Tubovolné &islo spliiajice podmienku (4).
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