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1. Nech P(x) = ax?®+bx+c je kvadratickyj trojélen s nezdpornymi redlnymi koeficientmi.
Dokdzte, ze pre lubovolné kladné c¢islo x plati

(E. Kovac)

RieSenie. Pretoze P(x) je kvadraticky trojélen s nezdpornymi koeficientmi, je nutne
a > 0.
Nech z je Tubovolné kladné realne ¢islo a n je ¢islo prirodzené. Pretoze
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Pritom rovnost nastava prave vtedy, ked vz" = 1/v/z", t.]. ked = 1.

Pretoze ¢isla ab, be a ca st podla predpokladov tillohy nezaporné, pouzitim nerov-
nosti (1) dalej dostaneme
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> a® +b* + c® 4+ 2ab + 2bc + 2ca = (a + b+ c)? = (P(l))Q.

Rovnost nastava prave vtedy, ked x = 1, alebo ab = bc = ca = 0, ¢o vzhladom na
podmienku a > 0 dava b = ¢ = 0.
Pre Tubovolné kladné reéalne ¢islo x teda plati

P)-P(T) = (P(1)).

pri¢om rovnost nastava prave vtedy, ked x = 1 alebo b = ¢ = 0.

Pozndmka. Ulohu mozno vyriesit aj pouzitim Cauchyho nerovnosti:
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2. Urcte, aku najvicsiv diZku moze mat uhlopriecka CE konvezného pituholnika
ABCDE, ktorého strana AB md dizku 6 cm, vndtorné uhly pri vrcholoch C a E st
pravé a uhol ADB md velkost 120°. (P. Cernek)

Riesenie. Nech ABCDE je Tubovolny konvexny pétuholnik s uvazovanymi vlastnos-
tami. Oznac¢me P, R postupne stredy stran AD, BD trojuholnika ABD (obr.1). Potom
plati
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PRI =5|AB|,  |CR|=3|BD|,  |PE|=3|AD], (1)

pretoze PR je stredna priecka trojuholnika ABD a v pravouhlom trojuholniku je stred
prepony zaroven stredom jeho opisanej kruznice (Talesova veta).

Obr. 1

Z trojuholnikovej nerovnosti je zrejmé, ze pre dlzku uhlopriecky C'E plati
|CE| £ |CR| + |RP|+ |PE| = s,

pricom dlzka s lomenej ¢iary CRPE je podla (1) zaroveii rovna polovici obvodu
trojuholnika ABD.

Dalej skiimajme, kedy bude mat trojuholnik ABD danych vlastnosti (|AB| = 6 cm,
| ADB| = 120°) najvicsi obvod. Ak ozna¢ime « a (3 (obr. 1) velkosti vnatornych uhlov
pri vrcholoch A a B trojuholnika ABD (a + (8 = 60°), dostaneme zo sinusovej vety
v trojuholniku ABD

BD| = |AB|-22% | AD| = |aB| 220
sin 120° sin 120°

Scitanim oboch predchadzajucich rovnosti vyjde
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|AD| + |BD| = |AB]

— 9|AB| ?

pri¢om rovnost v ostatnej nerovnosti nastava prave vtedy, ked cos(a/2 — 3/2) = 1,
t.j. pre a = B = 30°. Trojuholnik ABD mé& teda najvicsi obvod prave vtedy, ked
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je rovnoramenny a jeho uhly pri zdkladni AB maju velkost 30°. Vzhladom na to, Ze
|AB| = 6 cm, plati pre Tubovolny péfuholnik ABC DE pozadovanych vlastnosti

|CE| < s =

N

(JAB|+ |AD| +|BD|) < %]AB| (1 +2%§> _

3+ 2\/5) cm.

Youn

Pritom pre uvazovany piatuholnik ABCDE v situacii, ked trojuholnik ABD je
rovnoramenny a vrcholy C, E lezia na priamke RP, plati |[CE| = (3 + 2/3) cm.

Najvicsia dizka uhlopriecky C'E pétuholnika ABC DE vyhovujiceho podmienkam
tilohy je teda (3 4 2v/3) cm.

Pozndmka. V druhej Gasti rieSenia sme (pre konkrétnu hodnotu w = 120°) ukézali,
7e trojuholnik ABD s danou stranou AB a danym uhlom w pri vrchole D mé najvacsi
obvod préave vtedy, ked je rovnoramenny so zékladniou AB. To vyplyva aj z nasledujtcej
uvahy.

Bod D prebieha obluk, z ktorého je tisecku AB vidno pod uhlom w. Na polpriamke
opacnej k DA (obr.2) zostrojme bod K tak, aby |DB| = |DK]|. Z rovnoramenného
trojuholnika BDK vyplyva, ze |{AK B| = w/2. Bod K preto lezi na obliku, z ktorého
je tise¢ku AB vidno pod uhlom w/2. Dizka |AK| = |AD| + |BD| bude teda najviicsia
prave vtedy, ked bude tsecka AK priemerom AK* spomenutého oblika. Vtedy je bod D
stredom D* prislusnej kruznice, takze plati |AD*| = |BD*| = |D*K™*|.

3. V obore redlnych cisel vyrieste sustavu rovnic

22+ 2yz = 6(y + 2 — 2),
v+ 2z = 6(2 + 1 — 2),
22 4 22y = 6(x +y — 2).

(J. Simsa)



Riesenie. Odcitanim prvej rovnice danej ststavy od druhej dostaneme rovnicu
y?— 2?4220 — 2z =6(2 + 1 —2) —6(y + 2 — 2),
ktortu upravime na tvar
(x—y)(z+y—22+6)=0.

Podobne odc¢itanim prvej rovnice stistavy od tretej dostaneme
(x—z)(x+2—2y+6)=0.
Dana sustava je preto ekvivalentna so ststavou rovnic

2 +2yz — 6(y + 2 —2) =0,
(x—y)(z+y—22+6)=0, (2)
(x—2z)(zr+2—2y+6)=0.

Vzhladom na druhu a tretiu rovnicu tejto ststavy staci rozobrat Styri pripady.

Nech x —y = 0 a stcasne z — z = 0. Potom =z = y = 2 a dosadenim za y a z do
prvej rovnice ststavy (2) dostaneme rovnicu

322 — 1204+ 12 =0,

ktora mé dvojnésobny redlny koren x = 2. Preto trojica (z,y, z) = (2,2,2) je v tomto
pripade jedinym rieSenim danej ststavy.

Nech z —y = 0 a stcasne z+ 2z — 2y + 6 = 0. Potom y = x a 2 = x — 6. Dosadenim
do prvej rovnice ststavy (2) dostaneme po tprave rovnicu

322 — 242 4+ 48 = 0,

ktora mé dvojnasobny realny koren x = 4. Preto trojica (x,y, z) = (4,4, —2) je v tomto
pripade jedinym rieSenim danej stustavy.

Nech x +y — 224+ 6 = 0 a stcasne x — z = 0. Podobne ako v predchadzajicom
pripade dostaneme jediné riesenie (x,y, z) = (4, —2,4).

Nech x +y —2z+6 = 0 a stcasne x + z — 2y + 6 = 0. Odc¢itanim druhej rovnice od
prvej dostaneme, ze 3y —3z = 0, teda y = z. Z prvého predpokladu tak mame y = x+6.
Dosadenim do prvej rovnice ststavy (2) dostaneme po tprave rovnicu

322 4+ 1224+ 12 =0,

ktorda ma dvojnésobny redlny korenn x = —2. Preto trojica (z,y,z) = (—2,4,4) je
v tomto pripade jedinym rieSenim danej ststavy.

Dané ststava ma v obore redlnych ¢isel Styri rieSenia (x,y,z). S nimi trojice
(2,2,2), (4,4,-2), (4,—2,4) a (—2,4,4).

Pozndmka. Ked si vSimneme, Ze sc¢itanim vSetkych troch rovnic danej ststavy
dostaneme po uprave
(z+y+2z—6)2=0,

tak napriklad z podmienky 2z +x —2y+6 = 0 priamo vyplyva y = 4, ¢o predchadzajice
uvahy zjednodusi.



