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67.roc¢nik Matematickej olympiady
2017/2018 Riesenia tiloh domaceho kola kategorie A

1. Pavol striedavo vpisuje kriziky a krizky do policok tabulky (zacina krizikom). Ked je
tabulka celd vyplnend, vysledné skdre spocita ako rozdiel O — X, pricom O je celkovy
pocet riadkov a stlpcov obsahujicich viac kruzkov ako kriZikov a X je celkovy pocet
riadkov a stlpcov obsahujicich viac krizikov ako krizkov.
a) Dokazte, Ze pre tabulku 2 X n bude vysledné skore vzdy 0.
b) Uréte najvyssie mozné skore dosiahnutelné pre tabulku (2n+1) x (2n+1)
v zavislosti od n.
(Josef Tkadlec)

RieSenie. a) V celej ¢asti a) budeme uvazovat Iubovolné opisané vyplnenie tabulky
2 x n, ktoré je (vzhladom na parny pocet 2n vSetkych poli¢ok) tvorené n krizikmi
a n krazkami. Najskor dokazeme, ze v jednom z oboch jej riadkov prevazuju kriziky
prave vtedy, ked v tom druhom prevazuji kriuzky. Oba riadky dokopy tak do vysledného
skére O — X prispeju nulou.

Ozna¢me x1, x5 poCty krizikov v prvom, resp. druhom riadku. Podla prvej vety
nasho rieSenia plati 1 + 2 = n. Predpokladajme, ze x1 > n/2, Ze teda v prvom riadku
prevazuju kriziky. Potom 2o = n—x; < n—n/2 = n/2, takze v druhom riadku naopak
prevazuju kruzky. Podobne z x5 > n/2 vyplyva 21 < n/2. Dokazali sme, ze ak v jednom
z riadkov prevazuju kriziky, potom v tom druhom prevazuja krazky. Analogicky mozno
ukézaft, ze ak v jednom z riadkov prevazuju kruzky, tak v tom druhom prevazuju kriziky.

Teraz dokazeme, Ze vetkjch n stipcov tabulky (kazdy o dvoch polickach) siihrnne
do vysledného skére O — X tiez prispieva nulou. Na to ozna¢me z, r, o pocty stipcov,
ktoré obsahuju dva kriziky (a ziadny krazok), resp. jeden krizik (a jeden kruzok),
resp. dva krazky (a ziadny krizik). Ako vieme, tabulka obsahuje celkom n krizikov
aj n krazkov, takze plati n = 2x + r a stcasne n = r + 20. Porovnanim dostaneme
rovnost = o, ktora nam hovori, Ze pocet stlpcov, v ktorych prevazuju kriziky, je
rovny poctu stipcov, v ktorych prevazuja krazky. Aj stipce tak do vysledného skére
O — X tabulky 2 x n dokopy prispievaji nulou, a rieSenie ¢asti a) je tak ukoncené.

b) Pre dané n uvazujme lubovolné opisané vyplnenie tabulky (2n + 1) x (2n 4 1).
Kedze pocet 2n + 1 policok v kazdom riadku a stlpci je neparne ¢islo, v kazdom z nich
bude jedna z oboch znaciek prevazovat. Aj podet (2n + 1)? poli¢ok v celej tabulke
je neparne cislo, takze vsetkych krizkov je o 1 menej ako vsetkych krizikov, je ich
teda %((Zn +1)2 - 1) = 2n(n + 1). Preto je tych riadkov, v ktorych krazky prevazuju
(t.j. st tam v pocte aspon n + 1), nanajvys 2n(n + 1) : (n + 1) = 2n, teda naopak
kriziky prevazuju aspon v jednom riadku. Rovnako tak vysvetlime, ze krtzky prevazuju
v nanajvys 2n stipcoch a kriziky naopak aspoil v jednom. Dokopy to znamena, ze O <
S2n+2n=4na X 21+ 1= 2, takze vysledné skére O — X nemodze byt vicsie ako
dn — 2.

Teraz dokadZzeme, Ze skére 4n — 2 mozno (pre kazdé n) dosiahnuf. Z tvahy pred-
chadzajiceho odseku vyplyva, kedy 2n(n + 1)-prvkova podmnozina M policok tabulky
(2n + 1) x(2n + 1) s vpisanymi krizkami bude prikladom zelaného vyplnenia: v 2n riad-
koch a 2n stipcoch bude po n + 1 poli¢kach z M, zvysny riadok a zvysny stipec buda
bez policok z M. Zrejme staci jednu takd mnozinu M néjst, lebo vhodnym vpisovanim
krizikov a krtzkov mozno dosiahnut to, aby policka s krazkami vytvorili vopred dant
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2n(n + 1)-prvkovit mnozinu M — staci pisat v akomkolvek poradi ,kriziky mimo M
a kruzky do M“.

Vyhovujuci priklad pre tabulku 7 x 7 (ked n = 3) vidime na obr. 1. Pre vSeobecné n
vyzera obdobnd konstrukcia 2n(n + 1)-prvkovej mnoziny M takto: V poslednom riadku
a poslednom stlpci tabulky (2n + 1) x (2n + 1) nevyberieme do M Ziadne poli¢ko;
v riadkoch a stIpcoch zvysného §tvorca 2n x 2n v Tavom hornom ,rohu® pévodnej tabulky
vyberieme po n—+1 polickach nasledovne: v prvom riadku skupinu prvych n 4 1 policok,
ktori v kazdom nasledujicom riadku posunieme oproti predoslému riadku o 1 miesto
doprava, pritom policka z posledného stipca tejto podtabulky prestvame do stlpca
prvého. Toto pravidlo bude platit aj pre prechod z posledného riadka k riadku prvému,
takze vybranych bude n + 1 poliok nielen v kazdom riadku, ale aj v kazdom stipci
(vSeobecnejsia procedura je opisand v navodnej ilohe N1).

O|0|O0|O
O|0|O0|O
O|0|O0|O
(o] O|O0|O
(olNe) (oo
O|O0|O (o]
Obr. 1

Nakoniec poznamenajme, ze dokdzana rovnost max(O — X) = 4n — 2 plati aj pre
n = 0, pretoZe tabulka 1 x 1 m4 jediné vyplnenie (jednym krizikom) s hodnotami O = 0
aX =2.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokéazte, %e pre kazdé dve kladné celé ¢isla k < n moZno vsetky policka tabulky
n x n ofarbif &ierno a bielo tak, aby sa v kazdom riadku a kazdom stlpci nachidzalo
presne k ¢iernych poli¢ok. [Skupinu k ¢iernych poli¢ok vyberme v prvom riadku tabulky
lubovolne. V kazdom dalSom riadku posunieme ¢ierne policka o 1 miesto doprava
v porovnani s aktudlnym riadkom, pritom poli¢ka z posledného stipca prestivame do
stlpca prvého. Dostaneme tak vyhovujice ofarbenie, pretoze ak ozna¢ime ¢ierne policka
v prvom riadku ¢islami 1 az k a ak ich zachovame pri posunoch policok v dalsich
riadkoch, z ivahy o poéte posunov medzi lubovolnymi dvoma riadkami ndm vyplynie,
ze v kazdom stlpci tabulky bude nakoniec prave po jednom policku s ¢islami 1 az k.]

D1. Uréte najvyssie mozné skére O — X zo stutfaznej tlohy dosiahnutelné pre tabulku 2n x
x 2n v zévislosti na n. [Pre n = 1 vyjde 0, pre n = 2 vyjde 2, pre n 2 3 vyjde 4n — 8.]

2. Dokazte, Ze ak je sucet dvoch danych redlnych cisel a, b vicsi ako 2, md sustava
nerovnic
(a—Drx+b<z*<ar+(b—1)

nekonecne vela rieSeni x v obore redlnych cisel. (Jaromir Sims3a)

Riesenie. Danu stustavu nerovnic zapiseme ako
F(z)>0 A G(x) <0, (1)
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pricom F(z) = 2? — (a— 1)z — b a G(x) = 22 — ax — b+ 1. VSimnime si, e pre kazdé z
plati F(z) — G(z) =z — 1.
Podmienka tlohy a + b > 2 znamena, ze
F)=G(1)=2—a—b <0,

takze Cislo 1 nie je rieSenim danej sustavy. Nerovnost G(1) < 0 vSak znamend, Ze

.....

a xg > 1. Potom

F(.’L’o):F(CL'())—O:F(ZI?())—G(.Z’()):£IJ'0—1>0.
Teraz z nerovnosti F'(1) < 0 a F(zg) > 0 vyplyva existencia korena x; rovnice F'(z) =0
v otvorenom intervale (1,z0): F(z1) = 0 a 1 < x; < xo. Zo vSeobecne znamych

vlastnosti kvadratickej funkcie (s kladnym koeficientom pri 22) potom vyplyva, ze vdaka
nerovnostiam

F(1)<0 A F(z1)=0, resp. G(1)<0 A G(zog)=0
je sustava (1) splnena pre kazdé z z intervalu (z1, z¢), pritom druhd nerovnost G(z) < 0
plati dokonca na vic¢Som intervale (1, z¢). Dokaz je hotovy.
Iné riesenie. Trojcleny F' a G z prvého riesenia maja diskriminanty
Dp=(a—12+4b=0a*—-2a+4b+1 a Dg=a*>—4(1-0)=a*+4b—4, (2)
ktoré su vdaka podmienke a + b > 2 (pouzitej v tvare b > 2 — a) kladné:
Drp=a®>—-2a+4b+1>a*—~2a+42—a)+1=(a—3)*=0,
Dg=a?>+4b—4>a?>+42—-a)—4=(a—2)*>20.
Navyse z toho vyplyvaji nerovnosti
VDp>la=3| a /Dg>la—2]. (3)

Zaver ulohy o stustave nerovnic vyplynie z poradia korenov oboch prisluchajtcich

rovnic

(CL—].)—\/DF a—vDG (a—1)+\/DF a—i—vDG

< < < ,
2 2 2 2

ktoré teraz dokdzeme. (V skuto¢nosti prvi nerovnost zlava nepotrebujeme, ale vyjde

nam ako vedlajsi produkt pri dokaze ostatnych troch nerovnosti.) Je zrejmé, ze zapisana

Stvorica nerovnosti je ekvivalentna s dvojicou

VDp++Dg>1 a |\/Dp—+/Dg| <1 (4)
Prva z tychto nerovnosti (na rozdiel od druhej) vyplyva z (3) okamzite:
VDp++\/Dg>la—3|+|a—22|(a—3)—(a—2)|=1
vdaka znamej trojuholnikovej nerovnosti |u+v| < |u|+ |v|. Pre dokaz druhej nerovnosti

v (4) vynasobime obe jej strany kladnym vyrazom /Dp + /D¢ a dostaneme ekviva-
lentni nerovnost

‘DF—Dg‘ <ADp++/Dg.
KedZe Dp — Dg = 5 —2a podla (2), je nasou poslednom tlohou dokazat nerovnost

|5—2a| < \/Dp—f— Dg.
To je jednoduché:
5—2a|=|B3—a)+(2—a)| = 3—a|+|2—a| < /Dr++/Dg,

pritom sme opéf vyuzili trojuholnikovi nerovnost a odhady (3).

3



NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Nech @ > 0, b a ¢ < 0 st realne &isla. Dokazte, Zze rovnica ax? + bx + ¢ = 0 mé jeden
kladny a jeden ziporny koren. [Bud vyuzite iba nerovnosti a > 0 a ¢ < 0, pri¢om
¢ je hodnota uvazovaného trojclena v nule, alebo zapisSte zname vzorce pre korene
a prihliadnite na nerovnost D = b? — 4ac > b2.]

D1. Dokazte, ze ak realne &isla a, b, ¢ spliiaja c(a+b+c) <0, tak rovnica ar?+br+c=0
mé rieSenie = v intervale (0, 1). [Ak ozna¢ime f(x) = ax? + bx + ¢, tak f(0)- f(1) <0,
teda jedna z hodnét f(0), f(1) je kladnd a druhd je zdporna.]

D2. Predpokladajme, Ze pre trojclen f(z) = ax? + bx + c s redlnymi koeficientmi a, b, c
nemd rovnica f(x) = x ziadne rieSenie v obore realnych éisel. Dokazte, ze ho nem4 ani
rovnica f(f(x)) = z. [Plati bud f(z) > z pre vSetky z, alebo f(z) < x pre vSetky =z,
preto tiez plati bud f(f(x)) > f(x) > z pre vSetky =z, alebo f(f(z)) < f(z) < x pre
vsetky x.]

3. V rovine su dané dve zhodné kruznice s polomerom 1, ktoré maju vonkajsi dotyk.
UvaZugme pravouholnik obsahujici obe kruznice, ktorého kazZda strana sa dotyka aspon
jednej z nich. Urcte najvicsi a najmensi mozny obsah takeho pravouholnika.

(Jaroslav Svréek)

Riesenie. Nech k1, ko st dve zhodné kruznice s polomerom r = 1 so stredmi postupne
01, O, ktoré maju vonkajsi dotyk. Nech ABC'D je pravouholnik vyhovujtaci podmien-
kam tlohy (strany AB a BC uvaZovaného pravouholnika st doty¢nicami kruznice kq
a strany C'D a DA su doty¢nicami kruznice ks). Zo zadania je zrejmé, ze stredy oboch
kruznic lezia vnutri hladaného pravouholnika. Ozna¢me dalej P priese¢nik priamok
vedenych stredom O; rovnobezne so stranou AB a stredom O rovnobeZne so stra-
nou BC' (obr.2). Ozna¢me eSte ¢ velkost uhla PO;02. Vzhladom na symetriu zadania
staci uvazovat iba hodnoty ¢ € (0; ;).

D C
ko
r
k
0s .
r
2rsin g
r
[ \
P O,
r
A " 2r cvos %) " B
Obr. 2

Pre skimany obsah S pravouholnika ABCD podla obr. 2 plati

S =|AB|-|BC| = (2r + 2rcos¢)(2r + 2rsinp) = 4(1 4 sin ) (1 + cos p)
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(dosadili sme hodnotu r = 1). Teraz uréime najmensiu a najviésiu hodnotu obsahu
S s premennym uhlom ¢ € (0; }Lﬂ. Na to sta¢i ur¢if najmensiu a najvac¢siu hodnotu
vyrazu (funkcie)

V(p) = (1 +sing)(1l + cosy) pre ¢ € (0; iw).
Tento predpis funkcie najskor upravime nasledujicim spésobom:
V() =1-+sinp + cosp +singcosp = 3 + (sing + cos ) + 1 (sin g + cos )2

Vsetko teda zavisi od hodnoty u = sin ¢ 4 cos ¢. Ukazeme, Ze pre lubovolné ¢ € (0; %ﬂ
je 1 £ u £ V2. Kedze pre také ¢ je sucet sin ¢+ cos ¢ zrejme kladny, mozeme namiesto
hladania minimélnej a maximalnej hodnoty vyrazu u hladat minimélnu a maximéalnu
hodnotu vyrazu u? (na rovnakom intervale). Plati

u? = sin® p + 2sin @ cos ¢ + cos® p = 1 + sin 2¢.

Z toho vzhladom na nerovnost 0 < sin2¢ < 1 vyplyva

1

[IA

u? <2, teda 1<u<V2,

pricom u = 1 préave vtedy, ked ¢ = 0, a u = /2 prave vtedy, ked ¢ = %71
Kedze kvadratickd funkcia V(u) = 2 +u+ 2u? = 1(u+1)? je na intervale (1;1/2)
rastica, platia pre kazdé doty¢né u nerovnosti

3422

2=V(1) < V() <VH2) 5

ktoré uz vedu k potrebnym odhadom obsahu S = 4V (y):
8§< S <6+4V2. (1)

Najmensia hodnota S vo vztahu (1) je pritom dosiahnutd prave vtedy, ked ¢ = 0,
t.j. v pripade, ked strany AB a C'D hladaného pravouholnika ABCD st doty¢nicami
oboch danych kruznic k; a ko a stcasne strany BC' a DA st postupne dotyc¢nicami iba
kruznic k; a ko. Jednd sa teda o pripad, ked hladanym ,opisanym“ pravouholnikom
(podla podmienok tilohy) je obdlznik so stranami 4 a 2, ktorého obsah je naozaj 8.
Podobne najvicsia hodnota S vo vztahu (1) je dosiahnutd prave vtedy, ked ¢ = %71’,
t.j. v pripade, ked hladanym ,,opisanym* pravouholnikom je stvorec ABCD s obsahom
6 + 4/2, na ktorého uhloprie¢ke BD budt lezaf stredy oboch danjch kruznic.

Odpoved. Najmensi mozny obsah je 8, najvicsi 6 + 4v/2.

Iné rieSenie. Ozna¢me a = |PO;l|, b = |PO,| dlzky odvesien pravouhlého trojuhol-
nika O1 02 P (ktory moze pripadne degenerovaft na jednu z tseéiek PO; ¢i POs). Zaroven
z Pytagorovej vety mame a? + b? = 4r? = 4 (¢o opit plati, aj ked je jedna z hodnot
a, b nulovd). Obsah S opisaného pravouholnika ABC'D potom moéZeme vyjadrit (vdaka
rozdeleniu tseckami na deviit mensich pravouholnikov v obr. 2) ako

S =4r® 4 2r(a +b) +ab =4+ 2(a + b) + ab. (2)
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Ak teraz vyuzijeme nerovnosti

2 b2
VEAR <a+b< 2@+ a 0<abs 2

2

ktoré zrejme platia pre lubovolné nezéaporné ¢isla a a b, ziskame pre obsah S podla (2)
odhady

4+42.240=8<8<4+2-2/2+2=6+4V2.

Minimalnu hodnotu S = 8 tak dostaneme pre ab = 0, teda pre obdlznik, ktorého
dve strany budi rovnobezné s tseckou 0105, a maximalnu hodnotu S = 6 + 4v/2 pre
a = b= /2, teda pre §tvorec, ktorého uhlopriecka bude obsahovat body O1, O,.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Do rovnostranného trojuholnika so stranou 1 st vpisané tri zhodné kruznice, z ktorych
kazda sa zvonka dotyka zvys$nych dvoch kruznic a stcasne sa dotyka prave dvoch stran
tohto trojuholnika. Uréte polomer tychto troch kruznic. [i(\/§ —1). Hladany polomer
r spliia 27 + 27 cotg 30° = 1.]

N2. Dokéazte, ze pre kazdé = € R plati —v2 < sinz 4 cosz < /2. [Bud dokazujte
ekvivalentnii nerovnost (sinz + cosx)? < 2, alebo vyuzite tipravu na vyraz s hodnotou
sin(z + iw).]

N3. Pre dané kladné ¢isla « # y uvazujme priemery

Tty 2zy z2 4+ 92
a=—>= = ./zy, h = k= .
2 7g ) m+y’ 2

(Jedn4 sa o aritmeticky, geometricky, harmonicky a kvadraticky priemer &isel z a y.)
Zo vsetkych rozdeleni stvorice a, g, h, k na dve dvojice r, s a t, u vyberte to rozdelenie,
pre ktoré ma vyraz V = rs — tu najmensiu kladnt hodnotu. [44-B-1-3]

D1. V obdlzniku ABCD so stranami |[AB| = 9, |BC| = 8 lezia navzijom sa dotykajtce
kruznice ki1(S1,71) a ka2(S2,r2) tak, ze k1 sa dotyka stran AD a CD, ka sa dotyka
stran AB a BC.

a) Dokazte, ze r1 + 12 = 5.
b) Uréte najmensiu a najviésiu mozni hodnotu obsahu trojuholnika AS;.S5.

[62-A-S—1]

4. Najdite najvicsie prirodzené cislo n také, Ze hodnota siuctu
V1] + (V2] + V3] +...+ [Vn]

je prvocislo. Zdpis |x| oznacuje najvicsie celé cislo, ktoré nie je vicsie ako x.
(Patrik Bak)

RieSenie. Uvazujme nekoneéni postupnost (a,)$2; prirodzenych ¢isel a,, = |[/n].
Tato postupnost je zrejme neklesajtca, a kedze

k=VE2 < VE2+1<...<VE2+2k<VE2+2k+1=k+1,

obsahuje kazdé prirodzené ¢islo k presne (2k + 1)-krat. Taky popis uvazovanej postup-
nosti ndm uz postaci na uréenie zadanych suctov s, = Y ., a; nasledujicim spésobom.
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Pre Tubovolné prirodzené n oznaéme k = |\/n|, ¢ize n = k% + [ pre vhodné | €
€ {0,1,...,2k}. Potom podla predchadzajiceho popisu plati

b1 k—1 k—1
sn=» i+ 1) +k(+1) =2 P+ itk(+1)=
i=1 i=1 =1
oD LD D) B DETHD )
(k- 1)&3(21.@ -1 k(k2— D, B4 1) = (k — 1)k6(4k +1) 1+ 1),

nn+1)al12+22+ ... +n? =

N~

pricom sme vyuzili vztahy 1 +2+ ... + n =
= tn(n+1)(2n + 1).
Pre lubovolné k > 6 zostane hodnota zlomku

(k—1)k(4k + 1)
6

aj po skrateni Siestimi prirodzenym ¢islom delitelnym niektorym prvoéinitelom p éisla k,
ktory samozrejme deli aj dalsieho s¢itanca v odvodenom vyjadreni suctu s,,. Prvocéislo p
tak bude delitelom aj ¢isla s,,, pricom p < k < s, takZe ¢islo s,, prvocislom nebude.
Riesenie danej ulohy preto staci hladat iba medzi takymi prirodzenymi ¢islami n, pre
ktoré k = |/n] < 6, teda v hre zostavajt iba ¢&isla n < (6 + 1) = 49. Pre n = 48
dosadenim do odvodeného vzorca pre s, spocitame syz = 203, ¢o je ¢islo delitelné
siedmimi. Pre n = 47 vyjde s47 = 197, ¢o je prvocislo.

Odpoved. Hladané ¢islo je n = 47.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Dokazte, ze 1+ 3 +5+ ...+ (2n — 1) = n?.

N2. Dokézte, ze 12 4+ 22 + ...+ n? = In(n + 1)(2n + 1).
N3. Zistite, kolko celoéiselnych rieSeni mé rovnica

/7l+1 ¢7l+1988
\‘198%J + \‘1989 J +...+ \‘1989 71 J == 1990.

D1. Dokézte, ze pre kazdé prirodzené éislo n = 2 plati

[Vn] + [¥/n] + ...+ [V/n] = [logyn] + [loggn] + ... + [log, n].

[Tabulku n x n vyplnime ¢&islami tak, Ze do policka v a-tom riadku a b-tom stipci
vpiseme &islo ab a poéet poli¢ok, v ktorych je &islo neprevysujice n, spoéitame dvoma
sposobmi: po stipcoch a po riadkoch.]

5. V konvexnom stvoruholniku ABCD plati | ABC| = |{ACD| a |{ACB| = |£ADC].
Predpokladajme, Ze stred O kruznice opisanej trojuholniku BC'D je rozny od bodu A.
Dokdzte, Ze uhol OAC je pravy. (Patrik Bak)

Riesenie. Oznac¢me k kruznicu opisant trojuholniku BC D. Podla zadania sa trojuhol-
niky ABC a ACD zhoduji v dvoch vnutornych uhloch (obr. 3), takze plati aj tretia
rovnost |[{BAC| = |{CAD)|. Z toho predovsetkym vyplyva, ze stcet protilahlych uhlov
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Obr. 3

Predlzme ako na obrazku tsecky CA a DA na tetivy CC’ a DD’ kruznice k. Zo
zhodnosti obvodovych uhlov nad jej oblikom D’BC méme

|4D'C'C| = |4D'DC| = |{ADC| = |£ACB,

takze BC'C'D’ je rovnoramenny lichobeznik alebo pravouholnik (navodna tloha N1).
Podobné trojuholniky ABC' a AD'C’ (pripomenme, ze je tiez |{C'AD’'| = |{CAD| =
= |{BAC)|) st tak dokonca zhodné, teda A je stredom zékladne C'C’ rovnoramenného
trojuholnika OCC’, ¢ize |[LOAC| = 90°, ¢o sme mali dokazaf.

Iné riesenie. Skimajme tlohu z pohladu trojuholnika ABD. Kedze polpriamka AC
je os jeho vnutorného uhla pri vrchole A, ako uz vieme z tvodu prvého riesenia, je
|{BAC| = |{CAD| < 90°. Preto uhol pri vrchole C' konvexného Stvoruholnika ABC D
je tupy, takze stred O kruznice k opisanej trojuholniku BC'D lezi rovnako ako bod A
v polrovine opacnej k polrovine BDC' (obr. 4).

Obr. 4

Z vlastnosti obvodového a stredového uhla tak vyplyva, Ze velkost nekonvexného
uhla BOD je dvojnasobkom velkosti konvexného uhla BC D, takze vzhladom na rovnost

|{BCD| = |{ACB| + |{ACD| = |£ADC| + |£ABC|
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a pravidlo o sti¢te vnatornych uhlov Stvoruholnika plati
|{BOD| =360° —2|£BCD| =360° — |[{BCD| — |{ADC| — |£ABC| = |{BAD|.

Uhly BOD a BAD su teda zhodné, takze bod O lezi na obliku BAD kruznice
opisanej trojuholniku ABD a ako stred kruznice opisanej trojuholniku BC'D mé od
krajnych bodov tohto oblika rovnaku vzdialenost. Je preto jeho stredom, takze ako je
zname (pozri tlohu N2), lezi na osi vonkajsieho uhla pri vrchole A trojuholnika ABD.
Tvrdenie tlohy tak vyplyva z toho, Ze polpriamky AC a AO st osami dvojice susednych
uhlov, ktoré st vzdy navzajom kolmé.

Iné rieSenie. Ozna¢me M stred zékladne BC' rovnoramenného trojuholnika OBC
(obr.5). Kedze |[LOMC| = 90°, na dokaz rovnosti |[{OAC| = 90° sta¢i ukazat, ze
body O, A, M, C lezia na kruznici (Talesovej kruznici nad priemerom OC'). Z vlast-
nosti stredovych a obvodovych uhlov v kruznici opisanej trojuholniku BC'D vyplyva
|AMOC| = 3|£BOC| = |£BDC|, takie staci dokézat zhodnost uhlov BDC a M AC,
pretoze to dokopy zaruci, ze body A a O lezia na tom istom kruznicovom obliku nad
tetivou CM. (Ze body A a O lezia v tej istej polrovine uréenej priamkou BD, uz vieme
z predchadzajiceho rieSenia, kde sme ukézali, ze uhol BC'D je tupy.)

Obr. 5

Ozna¢me A’ obraz bodu A v stredovej simernosti podla bodu M. Potom je
ABA'C rovnobeznik a zeland zhodnost uhlov vyplynie z podobnosti trojuholnikov
AA'C a DBC, ktoru teraz dokdZeme pouzitim vety sus so zameranim na spoloény
vrchol C. Plati |[{A'CB| = |{ABC|, takze | A'CA| = |{BCD)|. K tomu z podobnosti
trojuholnikov ABC a ACD vyplyva |AC|/|CA'| = |AC|/|AB| = |DC|/|CB|, ¢im je
dokaz hotovy.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Ak v tetivovom tvoruholniku ABCD plati | DAB| = | ABC|,je AB || CD a |BC| =
= |AD|. Dokazte. [Dokazte, ze trojuholniky ABC a BAD st stmerne zdruzené podla
osi tetivy AB opisanej kruznice.]

N2. Dany je trojuholnik ABC vpisany do kruznice k. Oznatme D stred oblika BC
kruznice k obsahujiceho bod A. Dokézte, ze v pripade A # D je priamka AD osou
vonkajsieho uhla trojuholnika ABC pri vrchole A. [Nech napr. |[AB| < |AC|. Potom
polpriamka AD deli uhol CAX, pricom X je bod na predlzeni strany AB za vrchol A,
na dva uhly: jeden je uhol DAC zhodny s uhlom DBC, druhy je vonkajsi uhol pri
vrchole A tetivového stvoruholnika ABC D, zhodny s protilahlym vnitornym uhlom
BCD.]

D1. Na stranidch AB, AC réznostranného trojuholnika ABC st dané postupne body X, Y
tak, ze |BX| = |CY| = d > 0. Dokazte, ze os usecky XY prechddza pevnym bodom
nezavislym na d. [Je to stred M obluka BAC: trojuholniky X BM a YCM st zhodné
podla vety sus.]



6. Ndjdite najvdicsi mozny pocet prvkov mnoziny M celych cisel, ktord ma nasledujicu
vlastnost: Z kazZdej trojice roznych cisel z M mozZno vybrat niektoré dve, ktoriych sucet
je mocninou cisla 2 s celociselnym exponentom. (Jan Mazak)

Riesenie. Poznamenajme na uvod, ze spomenutd mocnina ako celociselny sticet musi
mat nezdporny exponent. Iba také mocniny ¢isla 2 budeme dalej uvazovat.

Dokézeme, ze mnozina M moéze mat nanajvys 6 prvkov, ako ma napriklad vyho-
vujica (ako vzapiti overime) mnozina

{-1,3,5,—2,6,10}.

Stucet Tubovolnych dvoch ¢isel z trojice —1, 3, 5 je totiz mocninou dvoch a to isté plati
pre trojicu —2, 6, 10. Akokolvek z uvedenej mnoziny vyberieme tri ¢isla, buda niektoré
dve z nich patrit jednej z oboch spomenutych trojic, a tieto dve ¢isla tak budi mat
stucet rovny mocnine dvoch.

Teraz pripustme, Ze existuje vyhovujica mnozina s viac ako Siestimi prvkami. Keby

mnozina M obsahovala tri nekladné ¢isla, bol by sucet kazdych dvoch z nich zaporny,
kazda mocnina dvoch je vSak kladna. Preto mnozina M obsahuje nanajvys dve nekladné
¢isla, a teda aspon pit kladnych ¢isel. Oznaéme x najvicsie z nich a a, b, ¢, d nejaké
Styri dalsie kladné ¢isla z M.
V intervale (z, 2x) vSak moze lezat nanajvys jedna mocnina dvoch, takze nanajvys jeden
z tychto Styroch suctov je rovny mocnine dvoch a zvysné tri (bez ujmy na vSeobecnosti
x +a, r+ b, x + ¢) mocninami dvoch nie si. PouzZitim podmienky tlohy na trojice
(a,b,x), (a,c,z) a (b, c, x) tak zistime, ze vSetky tri suéty a + b, a + ¢ a b+ ¢ musia byt
mocniny dvoch. Bez ujmy na vSeobecnosti nech a = max{a,b,c}. Podobne ako vyssie
sa zamerajme na otvoreny interval (a,2a). V fiom lezi nanajvys jedna mocnina dvoch,
sticasne v nom vsak lezia obe (rozne) éisla a + b aj a + ¢, o ktorych sme uz usudili, ze
musia byt mocninami dvoch. Dospeli sme tak k Zelanému sporu.

Odpoved. Najvic¢si mozny pocet prvkov mnoziny M je rovny 6.

Iné riesenie. Uvedieme iny dokaz, Zze neexistuje vyhovujica mnozina M s aspon
siedmimi prvkami, ktory vyuziva zakladné pojmy z tedrie grafov!.

Zrejme staci ukazaf, Ze ziadna sedemprvkové mnozina M celych ¢isel pozadované
vlastnosti nemd. Pripustme, Ze takd mnozina M existuje, a jej prvky si predstavme
ako vrcholy istého grafu G. V nom dva vrcholy spojime hranou, ak je sucet cisel,
ktoré predstavuji, mocninou dvoch. Podmienka zo zadania tlohy hovori, Ze v takto
zostavenom grafe st medzi kazdymi tromi vrcholmi niektoré dva spojené hranou.
O grafe G so siedmimi vrcholmi uvedieme najskor niekolko pozorovani.

(1) Graf G neobsahuje kruznicu dlzky 4.
Dokaz. Pripustme, ze graf G tak( kruZnicu aiasazays obsahuje, takZze pre vhodné
celé nezaporné cisla a; plati

a1+a2:20‘1, a2+a3:20‘2, a3—|—a4:2o‘3, a4 + ay = 294,

! Pozri napr. Petr Hlinény, Zaklady teorie grafti, Elportal MU, Brno,
URL: is.muni.cz/elportal/?id=878389
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Bez ujmy na vSeobecnosti mozno predpokladat, Ze a; = min{ay, as, a3, a4} a ze as <
< ay4. Potom ¢islo a; je mensie ako ktorékolvek z troch (nie nutne roznych) éisel o, ag
a ay, takze najvyssia mocnina dvoch, ktora deli stcet 2¢1 423 je mensia ako najvyssia
mocnina dvoch, ktora deli sucet 2*2 + 2%+, To je vSak v spore s tym, ze oba sucty su
rovné tomu istému ¢islu a; + as + az + a4. Graf G teda naozaj neobsahuje kruznicu
dlzky 4.

(2) Kazdy vrchol grafu G ma stuperi asporn 3.

Dokaz. Pre spor predpokladajme, Ze existuje vrchol v stupna nanajvys 2. Potom
niektoré $tyri zo siedmich vrcholov G nie s s v spojené hranou; ozna¢me ich a, b,
¢, d. Pouzitie podmienky tlohy na trojice (v,a,b), (v,b,¢), (v,¢,d), (v,d,a) implikuje
existenciu hran ab, be, cd a da, ktoré viak tvoria kruznicu dizky 4, ¢o je v spore s (1).

(3) Niektory vrchol grafu G méa stupen aspon 4.

Dokaz. V kazdom grafe urcite plati, Ze stucet stupnov vsetkych vrcholov je rovny
dvojnasobku poc¢tu hran. Specidlne to znamena, Ze toto ¢&islo je parne. Pri grafe so
siedmimi vrcholmi tak nie je mozné, aby kazdy vrchol mal stupen presne 3 (stupen
mensi ako tri je vylaéeny podla (2)).

Dokéazané pozorovania o nasom grafe G vyuzijeme nasledovne. Ozna¢me v jeden
jeho vrchol stuprtia aspon 4 a a, b, ¢, d niektoré Styri jeho susedné vrcholy. KedZze tie
maju stupne aspon 3, z kazdého z nich vychadzaji aspon dve hrany, ktoré nesmeruja do
vrcholu v. Pozdlz kazdej takej hrany nakreslime sipku. Tak ziskame asponi 4-2 = 8 §ipok,
teda aspon dve z nich smeruji do toho istého vrcholu rézneho od vrcholu v (zopakujme,
Ze do neho nesmeruje Ziadna z nakreslenych $ipok). Koncové vrcholy takych dvoch sipok
spolu s vrcholom v tvoria kruznicu dizky 4, ¢o je Zelany spor.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Rozhodnite, ¢i existuju tri prirodzené ¢isla x > y > z také, ze x+y aj x+ 2z st mocniny
dvoch. [Uvézte, kolko réznych mocnin dvoch moze lezat v intervale medzi ¢islami x
a 2z pre dané prirodzené z.]

N2. Na veéierku mé kazdy élovek neparny pocéet zndmych (,poznanie sa“ je vzadjomné).
Dokazte, ze pocet ludi na veéierku je parny. [Sucet vSetkych poétov zndmych jednot-
livych os6b je rovny dvojnasobku poctu vSetkych dvojic os6b, ktoré sa poznaju, takze
to je ¢islo parne.]

D1. Kazda stranu a uhlopriecku pravidelného Sestuholnika sme ofarbili ¢ervenou alebo
modrou. Dokazte, Ze existuje trojuholnik s vrcholmi vo vrcholoch pévodného Sestuhol-
nika, ktorého vSetky tri strany maja rovnakt farbu. [Dékaz tohto prvotného vysledku
tzv. Ramseyho teérie najdete v prehladovom ¢lanku J. Simsa, Ramseyova éisla a jeich
uplatnéni v geometrii, URL: mfi.upol.cz/0ld/MFI_17_pdf/Mat_17_10.pdf.]
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