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67.roc¢nik Matematickej olympiady
2017/2018 Riesenia tloh skolského kola kategorie A

1. Urcte vsetky redlne cisla p, pre ktore ma sustava nerovnic

>+ (p-1z+p=20,
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aspon jedno riesenie v obore redlnych cisel. (Jaromir Simsa)

RieSenie. Vyhovuje kazdé p < 0 (lebo x = 0 je vtedy rieSenim danej stustavy), zatial
¢o ziadne p > 0 nevyhovuje, pretoze s¢itanim oboch nerovnic dostaneme vzfah 22 +
+2p <0, ktory v pripade p > 0 zrejme nespliia ziadne realne é&islo .

Iné rieSenie. Grafy funkcii f(z) = 22 + uz + v a g(z) = 2? — uz + v (paraboly

obratené nahor) si stimerne zdruzené podla osi y, lebo f(x) = g(—=x) pre kazdé z.
Preto pripadné mnoziny rieSeni jednotlivych nerovnic f(z) < 0, resp. g(z) < 0, ktorymi
si, ako je zname, uzavreté intervaly, ktoré mézu degenerovat na jednobodové mnoziny,
st na ¢iselnej osi & dve suvislé mnoziny stmerne zdruzené podla pociatku. Ich prienik
je tak neprazdny prave vtedy, ked maju spoloény bod x = 0, ¢o nastane prave vtedy,
ked v = f(0) = g(0) < 0. Pre dand ststavu to je nerovnost p < 0. (Ako je jasné
aj z predchadzajiceho riesenia, od tvaru koeficientu u = p— 1 vysledok vobec nezalezi.)

Iné riesenie. Uvazujme mnoziny (xs, 1) a (x4, r3) vSetkych rieSeni prvej, resp. druhej
nerovnice, pricom
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pritom D = (p — 1)2 — 4p a oba intervaly (asponi ako jednoprvkové mnoziny) existuji
prave vtedy, ked D > 0, ¢ize p € (—00,3 — 2v/2) U (3 4+ 2v/2,00) (také p dalej nazjvame
pripustné). Tieto intervaly maji neprazdny prienik prave vtedy, ked plati =1 = x4
a zaroven x3 = xo. Nutnost tejto podmienky vyplyva z nerovnosti 1 = zg = o
a T3 = xg = T4 pre bod g z prieniku oboch intervalov. Naopak z nerovnosti z1 = x4
a x3 = xo vyplyva, ze pre ¢isla a = max(z2,z4) a b = min(zq,x3) plati a < b, takze
prienikom skiimanych intervalov je neprazdna mnozina vSetkych x, pre ktoré a < x < b.

Nerovnost z1 = x4 plati prave vtedy, ked v'D > p — 1, ¢o spliiaju prave vietky
pripustné p < 1, zatial ¢o druhé nerovnost x5 > x5 plati prave vtedy, ked vD > 1 —p,
¢o splhajt prave vsetky pripustné p ¢ (0,1). Obe podmienky tak spliaji prave vietky
p = 0 (kazdé z nich je pripustné). RieSenie je hotové.

Dodajme, ze kIt¢ové nerovnosti vD = p—1a /D > 1—p modzeme zapisat jedinou
nerovnostou vD > |p — 1|. Z toho vzhladom na D = (p — 1)?> — 4p hned vidime, ze
hladané p st prave vsetky nekladné ¢isla (pre ne zrejme plati D = 0, takze urcovanie
mnoziny vSetkych pripustnych p bolo vlastne zbyto¢né).

Za tplné riesenie dajte 6 bodov, z toho: 4 body za dokaz, ze ziadne p > 0 nevyhovuje; 2 body za dokaz,
%e kazdé p < 0 vyhovuje. Netplné rieSenia: 2 body za pozorovanie, ze grafy dvoch kvadratickych funkcii
na lavych strandch st simerne zdruzené podla osi y; 1 bod za spravnu odpoved (bez zdévodnenia). Pri
postupe z tretieho riesenia dajte 1 bod za vypis intervalov rieSenia kazdej z oboch nerovnic a za urcenie

hodnét p, pre ktoré sa jedné o neprizdne mnoziny. Dalej potom dajte po 2 bodoch za vyriesenie kazdej
z podmienok x1 = x4, 3 = x2 a 1 bod za dokoncenie.



2. V trojuholniku ABC' oznacme postupne Sy, S, stredy stran AC, AB. Dokazte, Ze ak
|AB| < |AC|, tak |{BS.C| < |£BS,C|. (Patrik Bak)

Riesenie. Najskor pripomenme znamy doésledok tvrdenia o kruznicovom obluku ako
mnozine bodov vyznamnej vlastnosti: Ak lezia body X a'Y vnitri jednej polroviny s hra-
ni¢nou priamkou BC, tak nerovnost | BXC| < |£BY C| plati prave vtedy, ked bod Y
lezi vnitri kruhového odseku urcéeného tiseckou BC' a kruznicovym oblitkom BXC'

Nasou ulohou je teda ukazaft, Ze za predpokladu |AB| < |AC| lezi bod S vnutri
odseku urc¢eného kruznicovym oblikom BS.C.

Ako je zname, stredna priecka SpS. trojuholnika ABC' lezi na priamke, ktord
je rovnobezna so stranou BC, a ta preto vytne na kruznicovom obliku BS.C' taka
tetivu S.P, ktord ma so stranou BC spolo¢nu os (obr.1). Ukazeme, Ze bod S je
vntitornym bodom tetivy S.P (a nie bodom jej predlZenia za krajny bod P). Na to treba
(a stac¢i) overit nerovnost |[{BCA| < |{BCP|. Ta mozeme vdaka zhodnosti stimerne
zdruzenych uhlov BCP a CBA prepisat ako nerovnost |[{BCA| < |£CBA|, ktoré je,
ako vieme, dokonca ekvivalentnd s predpokladom |AB| < |AC| zo zadania tlohy.

Pozndmka. Poznatok, ze bod S; je vnutornym bodom tetivy S.P, mozno tiez dokéazat
zistenim, Ze bod S, mé od osi strany BC' mensiu vzdialenost ako bod S.. Tieto dve
vzdialenosti st dizkami prvych odvesien dvoch zrejmych pravouhljch trojuholnikov so
spolo¢nou druhou odvesnou, ktord méa krajny bod v strede S, usecky BC, takze vdaka
Pytagorovej vete mame vlastne dokazat nerovnost |S,Sy| < |S.S.| pre dlzky oboch
prepon. Tie vSak st strednymi prieckami trojuholnika ABC| takze plati |S,Sy| = %|AB \
a |Sq.S¢| = 1| AC|, a tak sa op#f dostavame k podmienke |[AB| < |AC| zo zadania.

Obr. 1 Obr. 2

Iné rieSenie. Bod A zrejme lezi vo vonkajSej oblasti kruznice k opisanej trojuhol-
niku BS.C. Ma teda ku kruznici k& kladn( mocnost m dant vztahom
AB|?

m = |AS.| - |AB| = | 2| :
Vdaka tomu vieme, ze na kruznici k taktiez lezi taky bod @ polpriamky AC, ktory
ma od jej pociatku A vzdialenost urcéent rovnostou |AQ| - |AC| = m (vo vSeobecnom
pripade nie je vylucené, ze |AQ| = |AC|). Za nasho predpokladu |AB| < |AC| vsak
plati
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takze body A, @, Sp, C lezia na priamke v tomto poradi (obr.2). Bod S, je tak
vnatornym bodom tetivy C'Q) kruznice k, ¢o podla poznatku (pripomenutého v tvode
predchadzajiceho riesenia) uz znamena, ze |{BS.C| < |[{BS,C.

Iné riesenie. Oznac¢me S, stred tsecky BC' a o jej os. Akonahle si uvedomime, ze vdaka
predpokladu |AB| < |AC| mé bod S}, mensiu vzdialenost od osi 0 ako bod S., vyplyva
tvrdenie ulohy z nasledujiceho pozorovania: Pre Tubovolny bod X na priamke S;S.
(kolmej na os o) klesa velkost uhla BXC' so vzdialenostou d bodu X od osi 0. Namiesto
uz vyuzitej geometrickej argumentéacie to overime trigonometrickym vypoctom.

Oznac¢me v vzdialenost priamky S;S. od strany BC, d vzdialenost bodu X od osi o
a a = |BC|. Z kosinusovej vety pre trojuholnik BC'X tak mame

a®> = |BX|* +|CX|* - 2|BX||CX]|cos |£BXC).

Ak vyuzijeme navyse to, ze trojuholnik BC'X méa od vzdialenosti d nezavisly obsah

S = jav = 3|BX||CX|sin |{BXC]|, dostaneme po jednoduche]j tiprave

IBX|? +|CX|? - a?
tg|ABXC| = —
cotg | | 5
(d+3a)* + 0%+ (d— $a)®> + 0> —a®  4d% + 4% — a?

45 4av

To je zjavne rastuca funkcia parametra d, zatial ¢o funkcia cotg je na intervale (0°, 180°)
klesajuca.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 3 body za zavedenie tetivy S.P alebo CQ, dalsie 2 body
za zddvodnenie, preco je bod Sp vnatornym bodom zavedenej tetivy a 1 bod za dokoncenie dékazu
odkazom na kruznicovy obluk (alebo kruhovy odsek) ako mnozinu bodov potrebnej vlastnosti.

Netplné riesenie: Len za zdovodnenie, ze bod Sp je blizsie k osi strany BC ako bod S., dajte
3 body. Stroho zdévodnené postupy pozostdvajice len z platnych tvrdeni hodnotte benevolentne.
Naproti tomu za postup vyuzivajuci (vSeobecne neplatné) tvrdenie ,V lichobezniku BCS,S. plati
|BSc| < |CSy, takze | BS.C| < | BS,C|“ dajte nanajvys 1 bod.

3. Pavol striedavo vpisuje kriziky a krizky do policok tabulky (zacéina kriZikom). Ked
je tabulka celd vyplnend, vysledné skore spocita ako sucet X + O, pricom X je pocet
riadkov obsahujicich viac kriZikov ako krizkov a O je pocet stlpcov obsahujicich viac
krizkov ako krizikov. Urcte najvyssie mozné skore dosiahnutelné pre tabulku (2n + 1) X
X (2n + 1) v zdvislosti od prirodzeného cisla n. (Josef Tkadlec)

Riesenie. Chceme, aby kriziky prevazovali v ¢o najviac riadkoch a krazky v ¢o najviac
stipcoch.

Vsetkych policok v tabulke je neparny pocet (2n + 1)2 = 4n? + 4n + 1, krizikov
vo vyplnenej tabulke je o jeden viac ako kruzkov, takze ich je 2n? + 2n + 1, zatial ¢o
krazkov iba 2n? + 2n. Je tiez jasné, ze tabulka akokolvek vyplnens uvedenymi poctami
krizikov a kruzkov je vysledkom, ktory Pavol moze svojim postupom dosiahnut.

Najskor dokdzeme, ze kriziky nemozu prevazovat vo vSetkych riadkoch. Keby
kriziky prevazovali v kazdom riadku, muselo by ich byt aspon (2n + 1)(n + 1) = 2n? +
+ 3n + 1. Krizikov v tabulke je vSak iba 2n% 4+ 2n + 1 = 2n(2n + 1) + 1, mdzu teda
prevazovat nanajvys v 2n riadkoch.



Rovnakym argumentom dokazeme, ze krzky mozu prevazovat nanajvys v 2n stlp-
coch. Najvyssie dosiahnutelné skore je preto 2n + 2n = 4n.

V druhej casti rieSenia dokazeme, ze skére 4n sa da& pre kazdé prirodzené cislo n
dosiahnuf. Sta¢i rozmiestnif kriziky do Tavych n + 1 stipcov prvych n riadkov, pravych
n + 1 stlpcov dalsich n riadkov a prostredného policka spodného riadku (krizky potom
umiestnime do vSetkych ostatnych poli¢ok). Situéciu pre n = 3 znazortuje obr. 3. Lahko
overime, 7e krizikov je celkom (n + 1)n + (n + 1)n +1 = 2n? + 2n + 1, teda spravny
pocet (takze aj na kruzky ostédva spravny pocet policok), a ze kriziky prevazuji vo
vietkych riadkoch okrem posledného, zatial ¢o krazky prevazuja vo vietkych stipcoch
okrem prostredného.
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Obr. 3

Za 1plné riesenie dajte 6 bodov, z toho 3 body za dokaz, ze skére neméze byt vyssie ako 4n; 2 body za
opis vyplnenia, ktoré pre kazdé (vseobecné) n vedie na skére 4n; 1 bod za uvedenie, Ze opisané vyplnenie
obsahuje spravny celkovy pocet krizikov a krazkov. Neuplné riesenie: 1 bod za spréavnu odpoved (bez
zddévodnenia).

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe tak, aby zasielka bola dorucend pred Vianocami. Odporica sa odoslat ich najne-
skor 15. decembra 1. triedou.
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