skmo.sk

2003/2004
53.ro¢nik MO Riesenia tloh krajského kola kategorie A

1. Urcte pocet vsetkyjch pitmiestnych palindromov, ktoré su delitelné ¢islom 37. (Palin-
dromom nazyvame cislo, ktorého zdpis v desiatkovej sustave sa c¢ita rovnako spredu aj
zozadu.) (J. Simsa)

RiesSenie. Kazdy pidtmiestny palindréom p sa da zapisat v tvare p = abcba, kde a, b, ¢
su cislice v desiatkovej stustave, a # 0. Z vyjadrenia

p=10001a 4 1010b + 100c = 37(270a + 27b + 3¢) + 11(a + b — c)

vyplyva, Ze p je delitelné ¢islom 37 prave vtedy, ked je ¢islom 37 delitelné ¢islo a+b— c.
Vzhladom na to, Ze a, b, ¢ st ¢islice (a # 0), plati —8 < a + b — ¢ < 18. Preto je ¢islo
a + b — c delitelné 37 prave vtedy, ked a + b — ¢ = 0, ¢ize ¢ = a + b. Cislice a, b teda
musia spliiat podmienku a + b < 9.

Ku kazdému a € {1,2,3,...,9} mozno éislicu b zvolit 10 — a sposobmi tak, aby
platiloa +b <9 (b € {0,1,2,...,9 — a}). Cislica ¢ je potom uréend jednoznacne ako
sucet a + b. Palindrémov s ¢islicou a = 1 je preto 9, palindrémov s ¢islicou a = 2 je 8§,
atd., az napokon pre ¢islicu a = 9 existuje prave jeden palindrém.

Pocet vSetkych piatmiestnych palindrémov, ktoré su delitelné ¢islom 37, je teda

9+ 847+ - +1=45

2. Pre lubovolné kladné celé ¢islo n zostavme z pismen A a B vsetky mozné ,slovd“

dlizky n a oznacme p, pocet tiych z nich, ktoré neobsahuji ani trojicu AAA po sebe
nasledujicich pismen A ani dvojicu BB po sebe nasledujiucich pismen B. Zistite, pre
ktoré kladné celé cisla n plati, Ze obe c¢isla p, a pny1 SU pdrne. (R. Kucera)
Riesenie.

Pocet vyhovujicich slov dlzky n > 2, ktoré koné¢ia dvojicami pismen AA, AB,
BA ozna¢me postupne (aa),, (ab),, (ba),; pocet vyhovujtcich slov dizky n > 1, ktoré
koncia pismenom A, resp. B, ozna¢me a,,, resp. b,. Pre vSetky prirodzené ¢isla n = 2
plati

a, = (aa), + (ba),,
by, = (ab)n,
Pn = apn + by, = (aa), + (ba), + (ab)y,.

Existuju prave dve vyhovujice slova dizky jedna, a to slova A a B, a prave tri
vyhovujice slova dlzky dva, a to slovd AA, AB, BA. Preto a; = by = 1, p1 = 2,
(aa)z = (ab)z = (ba)g = 1, ag = 2, b2 = 1, P2 = 3.

Kazdé vyhovujtce slovo dizky n > 3, ktoré konéi dvojicou pismen AA, dostaneme

tak, Ze pripiseme pismeno A na koniec slova dizky n — 1 konéiaceho dvojicou BA. Preto
plati

(aa), = (ba)p—1.
Analogicky zistime, Ze pre kazdé n = 3 platia tiez vztahy
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(ba)n = (ab)n—la
(ab)y, = (aa)p—1 + (ba)p_1.
Pretoze nas zaujima iba parita prirodzeného cisla p, a vyrazov, pomocou ktorych ho

pocitame, mdzeme na zaklade uvedenych rovnosti zostavit tabulku zo symbolov P a N,
ktorym zodpovedaja parne resp. neparne cisla.

n|] 1 2 3 4 5 6 7 8 9
(aa)y, N N N P P N PN
(ba) N NP PN P N N
(ab)n N P P N P N NN
an] N P P N P N N N P
by| N N P P N P N N N
m| P N P N NN P P N

Tato tabulka je nutne periodickd, pretoze existuje iba osem roznych usporiadanych
trojic pismen P a N, takze najviac po dsmich stipcoch sa vzhladom na dokézant
rekurenciu za¢éni hodnoty postupnosti ((aa),), ((ba),), ((ab),) opakovat. Hodnoty
postupnosti (a,), (b,), (pr) st z nich odvodené, takze sa za¢nt opakovat tiez. Z tabulky
vidime, 7e jej periéda je 7 (prvé dva zhodné stlpce stt pre n = 2 a n = 9). A pretoze
v prislusnom tseku tabulky je dvojica susednych parnych ¢isel pr, ps jedind, st obe
¢isla p, a p,11 parne prave vtedy, ked je ¢islo n delitelné siedmimi.

Poznamka. 7 vyssie uvedenych vztahov moéZzeme odvodit rekurentné rovnice pre
¢isla a,, a b,. Pre vSetky prirodzené ¢isla n = 4 plati

an = (aa)y, + (ba), = (ba)p—1 + (ab)n—1 =
= (ab)n—Q + (ab)n—l = bn—2 + bn—l, (1)
by, = (ab)y, = (aa)n-1 + (ba)p—1 = an_1.

Tieto rovnice mdzeme odvodit aj nasledujicou tvahou. Vyhovujtice slovo konciace
pismenom A mé koncovku BA alebo BAA, pocet slov prvého typu je b, _1, slov druhého

typu je b,_o. Vyhovujuce slovo konc¢iace pismenom B mé nutne koncovku AB a tychto
slov je a,_1.

Zo vztahov uvedenych v (1) mozno odvodit rekurentnti rovnicu priamo pre ¢isla p,,.
Pre kazdé n = 4 totiz plati

an = bnfl + bn72 =ap—2 + an—3,
bp = apn_1="bp_2+ bn—3-

Vzhladom na to, Ze p, = a, + b,, dostaneme sé¢itanim tychto vztahov rovnicu
Pn = Pn—2 + Pn—3,
ktort mozeme odvodif aj takto: Kazdé vyhovujice slovo dlzky n mé prave jednu

z koncoviek ABAA, ABA, BAB, BAAB, pritom koncovky ABA a BAB ma& prave
Pn_o slov, zatial ¢o koncovky ABAA a BAAB ma prave p,,_3 slov.



3. Oznacme K lubovolny vnitorny bod strany AB daného trojuholnika ABC'. Priamka
CK pretina kruznicu opisant trojuholniku ABC v bode L (L # C). Oznacéme k;y
kruznicu opisant trojuholniku AKL a ko kruznicu opisani trojuholniku BKL.
a) Dokazte, Ze priamka AC je dotycnicou ku kruznici ki prdve vtedy, ked
priamka BC' je dotycnicou ku kruznici ko.
b) Predpokladajme, Ze priamka AC je secnicou kruznice k1. Nech P (P # A) je
priesecnik priamky AC' s kruznicou ki a Q (Q # B) je priesecnik priamky BC
s kruznicou ko. Dokdzte, Ze bod K lezi na usecke PQ).

(J. Simsa, J. Zhouf)

RieSenie. a) V tetivovom $tvoruholniku ALBC plati a = |[{BAC| = |[{BLC| a =
= |{ABC| = |{LALC)| (obr.1). Z rovnosti obvodového a prislusného tsekového uhla
pre tetivu AK v kruznici k; vyplyva, ze priamka AC je doty¢nicou ku kruznici k;
prave vtedy, ked plati |[{CAK| = |{ALK]|, t.]. prave vtedy, ked a = (3. Z analogickych
dovodov je priamka BC' doty¢nicou ku kruznici ke prave vtedy, ked 8 = a. Priamka AC
je preto doty¢nicou ku kruznici k; préave vtedy, ked priamka BC je doty¢nicou ku
kruznici ko, ¢o sme chceli dokazat.
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Obr. 1

b) Podla Casti a) vieme, zZe plati « = |{BAC| = |{BLK| a 8 = |{ABC| =
= |[{ALK|. Bez ujmy na vSeobecnosti moézeme predpokladat, ze plati o < 3. Doty¢nica
v bode A ku kruznici k; zviera s tetivou AK tusekovy uhol 3 > «, preto lezi bod P na
polpriamke AC, zatial ¢o bod @ lezi analogicky na polpriamke opac¢nej k BC'. Z tetivo-
vych stvoruholnikov ALK P a BQLK vyplyvaja rovnosti |[{KPC| = 3 a |[{BQK| =«
(obr. 1). Trojuholniky APK a QBK sa preto zhoduji v dvoch uhloch (pri vrcholoch A,
Q@ a P, B). Zhoduju sa teda aj v uhle pri spolo¢nom vrchole K, takze

LAKP| = |{BKQ| (= — a).

Odtial vyplyva, ze body P, K, @ lezia na jednej priamke. Tym je tvrdenie casti b)
dokazané.



Pozndmka. Dokazali sme vlastne nasledujtice tvrdenie: Ak je trojuholnik ABC
rovnoramenny s ramenami AC', BC, dotykaji sa obe ramené zodpovedajucich kruznic
k1 a ko vo vrcholoch A a B. A tiez naopak, ak trojuholnik ABC' nie je rovnoramenny,
pretinaju jeho strany AC' a BC zodpovedajtuce kruznice ky a ko v dalSich bodoch P
a @ (P+#A, Q+# B), pricom ich spojnica P@Q prechadza danym bodom K.

4. Nech K, L a M su postupne priesecniky osi vnutornych uhlov o, 3 a v pri vrcholoch
A, B a C daného trojuholnika ABC' s protilahlymi stranami BC, CA a AB. DokdZte,
Ze plati nerovnost

|BC’ | « \C’A[ + |AB |

s >
V>3,
14K %2 T 1B %2 Viem 2 =

(J. Svréek)

Riesenie. Pouzitim sinusovej vety v trojuholnikoch BKA a CK A dostaneme

IBK| sing (CK| sing
g a et .
|AK|  sinp |AK|  sinvy

Scitanim oboch predoslych rovnosti vyjde

BC| _|BE| _|CK| _ g( 1 1 )

|AK|  |AK| |AK| sinf3  sin~y

Ak obe strany ostatnej nerovnosti vynasobime vyrazom 2cos(a/2), dostaneme po

aprave
|BC| o 1 1
2 — = . 1

|AK| €089 = sina sin 8 * sin y (1)

Cyklickou zédmenou ziskame dalsie dve analogické rovnosti

ICAl B _ . 1 1

2——Ccos — = 2
|BL| oSy T sin 7y * sina )’ @)
|AB| ol ) 1 1

2 A : 3
oM %2 = "™ (Gina T g )

Séitanim rovnosti (1), (2) a (3) dostaneme po vydeleni dvoma rovnost

IO oo, 1CA 0, 1AB
|AK]| |BL| |CM|

1 /sina sing sin3  sin~y 1 siny sin «

sl t+= + = Urmetin alier ol o—+= .

2 \sing sina 2 \siny sing 2 \sina  sinvy
Vzhladom na to, Ze sin «, sin 3, siny st kladné ¢isla, mozeme kazdy z troch vyrazov
v zatvorkach na pravej strane ostatnej rovnosti odhadnut zdola ¢islom dva (vyuzivame
znamu nerovnost a/b + b/a 2 2, ktora je pre fubovolné kladné ¢isla a, b ekvivalentna

so zrejmou nerovnostou (a — b)? = 0). Odtial vyplyva pozadovani nerovnost. Tym je
dokaz hotovy.




