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1. Urcte vsetky trojice (x,y, z) redlnych cisel, pre ktoré plati

8 8 8
x2+y2—|—22§6—|—min{x2—ﬁ, y2—E, 22——4}.

(J. Svréek)

RieSenie. Ak nejakd trojica (x,vy,2) € R? (zyz # 0) vyhovuje podmienkam tlohy, je
rieSenim sdstavy nerovnic

8 8
4y + 22 <6+27 — —, — +y*+22 <6,

x X

8 8
x2+y2+z2§6+y2—ﬁ, t.J. :L'2+E+z2§6,

8 8
x2—|—y2+z2§6+z2—z—4, z? +y° —|——<6

Sc¢itanim vsSetkych troch nerovnic tejto ststavy dostaneme nerovnicu

8 8 8
(F+x2+x2> + (y—4+y2+y2)+(z—4+z2+z2> < 18.

Vyrazy v kazdej z troch zatvoriek na lavej strane mozno odhadnit pouzitim nerovnosti
medzi aritmetickym a geometrickym priemerom trojice kladnych ¢isel. Obdrzime tak

postupne
8 8 8
+x + 2% ) + +y —l—y + —4+z + 22 >

8
\/ cx? - :132+3w3/ i 2 y? +3\/—4 2222 =18.

Odtial vyplyva, Ze v kazdej z troch pouzitych nerovnosti medzi aritmetickym a geomet-
rickym priemerom nastane rovnost, takze prislusna trojica ¢isel mé vzdy tri rovnaké
zlozky. Musi teda stucasne platit
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2 =90 =20 =38

Z ostatnej podmienky bezprostredne vyplyva

(7,y,2) = (e1V2,22v2,63V2), kdee; € {~1;1} prei=1,2,3. (1)



Vzhladom na pouzité dosledkové tipravy je nutné urobit skasku, pomocou ktorej
zistime, Ze vSetkych 8 trojic redlnych ¢isel uréenych vztahom (1) vyhovuje podmienkam
ulohy.

Iné rieSenie. Nech trojica (z,y,z) € R® (zyz # 0) je rieSenim danej tlohy.
Oznac¢me
A =min{z? 42, 2%} > 0.

8 8 8 8
min{xQ——4,y2——4,22——} =A- —.
T Yy

Potom plati

Preto tiez

A+A+A§x2—|—y2+22§6+min{x2—%,y2—§ 22—§}=
x

8

Po tprave dostaneme nerovnost, ktorej pravi stranu odhadneme pouzitim nerovnosti
medzi aritmetickym a geometrickym priemerom:

8 5/ 8
6§A+A+F§3 A-A-ﬁ:&

To znamena, Ze vo vSetkych pouzitych nerovnostiach musi nastat rovnost, a teda
2=A=22=y? =22

Skugkou opit overime, Ze vSetky trojice uréené vztahom (1) st rieSenim zadanej
nerovnice.

2. Pre lubovolné prirodzené c¢islo n zostavme z pismen A a B vsetky mozné ,slovd“
dlizky n a oznacme p, pocet tych, ktorée neobsahuju stvoricu AAAA po sebe iducich
pismen A ani trojicu BBB po sebe iducich pismen B. Urcte hodnotu vijrazu

D2004 — P2002 — P1999
P2001 + P2000

(R. Kucera)

RieSenie. Pocet vyhovujucich slov dizky n, ktoré koncia pismenom A, resp. B,
oznacme a.,, resp. b,. Plati
Pn = Qp + by (1)

Nech n 2 4. Vyhovujtice slovo konéiace pismenom A mé jednu z koncoviek BA, BAA,
alebo BAAA. Pocet slov prvého typu je b,_1, druhého typu b, _o, treticho typu b,,_s.
Preto

Qp = bn—l + bn—2 + bn—3- (2)

Podobne pre n = 3 méa vyhovujtce slovo konéiace pismenom B jednu z koncoviek AB,
ABB, teda
bn = Qp—1+ ap—2. (3)
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Nech dalej n = 6. Kazdé z ¢isel b; vo vzfahu (2) vyjadrime pomocou (3), dostaneme

tak
ap = bn—l + bn—2 + bn—3 =

- (an—2 + CLn—3) + (an—?) + an—4) + (aﬂn—4 + an—5) - (4)
=ap_2+2an_3+2an_4+ an_s.

Podobne dostaneme

bn =0p-1+tap—2 =
- (bn—2 + bn—3 + bn—4) + (bn—?) + bn—4 + bn—5) = (5)
= bn—2 + 2bn—3 + 2bn—4 + bn—5'

Séitanim vzfahov (4) a (5) dostaneme podla (1)
Pn = Pn—2+2Pn—3+ 2Pn_4 + Pn_s.
Preto pre Iubovolné prirodzené ¢islo n = 6 plati

Pn — Pn—2 — Pn—5
Pn—3 + Pn—4a

=2,

takze zadany zlomok mé hodnotu 2 aj pre n = 2004.

3. V rovine je dana kruZnica k a 121 jej secnic p1,pa2,... ,pi21- Vnutri tejto kruznice
je na kazdej priamke p; dany bod A;. Dokdzte, Ze na kruznici k existuje taky bod X, Ze
usecka A; X zviera s priamkou p; uhol mensi ako 21° pre najmenej 29 roznych indexov i.

(J. Simsa)

RieSenie. Pre Tubovolné 7, 1 < i < 121, ozna¢me M; mnozinu vSetkych bodov X

Obr. 1

kruznice k, pre ktoré tisecka A; X zviera s prislusnou priamkou p; uhol velkosti mensej
ako ¢ = 21°. Mnozina M; je zrejme tvorend dvoma oblukmi X;Y; a U;V; (obr.1).
Obom uvazovanym oblikom kruznice k zodpoveda dvojica stredovych uhlov X;SY;
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a U;SV;, kde S je stred danej kruznice k. Ukdzeme, Ze pre kazdé i € {1,2,...,121}
plati |£X;SY;| + |LU;SV;| = 4e = 84°.

Vi

Y Aadad X

Obr. 2

V trojuholniku A;Y;U; je sucet velkosti vnutornych uhlov pri vrcholoch Y; a U;
rovny velkosti vedlajSieho uhla pri vrchole A;, t.j. 2¢. Na druhej strane, stuc¢et oboch
uvazovanych uhlov v tomto trojuholniku je rovny stc¢tu obvodovych uhlov prislichaja-
cich oblikom X;Y; a U;V;. Zo vztahu medzi obvodovym a stredovym uhlom dostdvame

| £ X;8Y;| + |LU;SV;| = 2- 26 = 4e = 84°.
Celkovo tak 121 uvazovanym tetivam p; a ich bodom A; zodpoveda 121 dvojic oblukov
X,Y; a U;V; kruznice k s celkovou oblikovou dizkou 121 - 84° = 10164°. Pokial kazdy
bod X kruZnice k lezi najviac v 28 mnozinach M, musi byt uvedeny sucet vSetkych

obltikovych dizok rovny najviac 28 - 360° = 10080°, ¢o neplati. Preto existuje aspoi
jeden bod kruznice k, ktory lezi si¢asne aspon v 29 mnozinach M;, ¢o sme mali dokézat.

Pozndmka. Ze obom oblikom X;Y; a U;V; zodpoveda spolu stredovy uhol 4e,
nahliadneme lahko aj z obr. 2, lebo obluky UY; a U;V; st zhodné.

4. Zistite, pre ktore prirodzené cisla n je sucet
n o n n
1 + o1 +...4+ ol
celé cislo. (E. Kovac)

Riesenie. Pre n rovné 1, 2 a 3 je dany sucet postupne rovny celym cislam 1, 3, 5.
Predpokladajme preto dalej, ze n > 3. Jednoduchou tpravou dostaneme
n _n n n n o
FU T P TR P DT AT
nn—1)-...-24nn—-1)-...-3+---+nn—-1)+n+1

(n—1)! '

Ak je ostatny zlomok celé ¢islo, je nutne ¢islo n — 1 delitelom jeho citatela. Preto je
¢islo n—1 delitelom ¢isla n+ 1. Pretoze najvicsi spolo¢ny delitel dvoch ¢isel je delitelom
aj ich rozdielu, je najvicsi spolo¢ny delitel ¢isel n — 1 a n + 1 delitelom déisla 2, takze
n—1 € {1,2}, ¢o je v spore s predpokladom n > 3.

Dany sucet je celé ¢islo pre prirodzené ¢isla n z mnoziny {1, 2, 3}.




5. Nech L je lubovolny vnitorny bod kratsieho oblika CD kruZnice opisanej Stvorcu
ABCD. Oznacme K priesecnik priamok AL a CD, M priesecnik priamok AD a CL
a N priesecnik priamok MK a BC. Dokdzte, Ze body B, L, M, N leZia na tej istej
kruznici. (J. Svréek)

Riesenie. Uhlopriecka AC' je priemerom kruZnice opisanej Stvorcu ABC D, takze podla
Téalesovej vety je uhol ALC pravy (obr.3). Bod K je tak priese¢nikom vysok C'D a AL
v trojuholniku ACM, takze aj priamka MK je kolma na AC a pretina stranu BC
daného $tvorca v jej vnutornom bode N, lebo MK || DB.

C N B
L [
M D A
Obr. 3

Teraz mozno tvrdenie tilohy dokazat niekolkymi sposobmi.
Prugj spésob. Stvoruholniky BCLD a K LMD su tetivové, preto podla vety o ob-
vodovych uhloch postupne plati
|{NBL|=|£CBL| =|{CDL| = |{KDL| = |{KML|=|{NML|.
Pretoze body B a M lezia v rovnakej polrovine urcenej priamkou N L, lezia body B,
L, M, N na jednej kruznici.

Druhy sposob. Pretoze M N || DB, plati |[{M NC| = 45°, rovnako uhol BLC nad
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tetivou BC' kruznice k ma velkost 45° (obr.4), takze |{BLM| = |{BNM| = 135°.

C N B
//
//
///
L -7
o ///
//
//
//
//
e
//
//
//
//
//
M D A
Obr. 4

Body L a N zrejme lezia v rovnakej polrovine urcenej priamkou M B, preto lezia body
B, L, M, N na jednej kruznici.

Treti sposob. Oznacme P pétu vysky z vrcholu M na stranu AC a uvazujme
Stvoruholniky ABNP, APKD a DKLM (obr.5). Podla Talesovej vety su vSetky tri

C N B

Obr. 5

stvoruholniky tetivové. Vrchol C' daného $tvorca ABC'D lezi mimo kazdej z troch kruz-
nic opisanych uvazovanym tetivovym Stvoruholnikom, takze pouzitim vety o mocnosti
bodu C ku kruzniciam opisanym postupne stvoruholnikom ABNP, APKD, DKLM

dostaneme tri rovnosti
|[CN|-|CB|=|CP|-|CAl,

|CP|-|CA| = |CK]-[CD],
|CK|-|CD| = |CL] - [CM]|,
z ktorych bezprostredne vyplyva rovnost

ICN|-|CB| = |CL|-|CM]|.
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Odtial uz vyplyva, Zze body B, L, M, N lezi na jednej kruznici.

6. Nech R je mnoZina vietkych kladnijch redlnych c&isel. Urcte wvsetky funkcie
f: Rt — RY, ktoré pre vsetky kladné ¢isla x, y spliaji rovnost

2?(f(z) + f(y) = @+ ) f(f()y).

(P. Kanovsky)

RiesSenie. Nech f je Iubovolna z hladanych funkcii. Ozna¢me f(1) = p. Vzhladom na
podmienky tulohy plati p > 0.
V danom vztahu polozme xz = 1, y = 1. Po tprave dostaneme

p=f(p). (1)

V danom vztahu dalej polozme x = p, y = 1. Potom

p*(f(p) +p) =+ 1f(f())
a podla (1) vyjde
2p° = (p+ Dp.

Tato algebraickd rovnica ma tri redlne korene —1/2, 0, 1. Jediny koren vyhovujaci
podmienke p > 0 je p =1, teda
f) =1 (2)

Nech t je Tubovolné kladné redlne ¢islo. V danom vztahu polozme x = 1, y = t, takze
vzhladom na (2) dostaneme

L+ f(t) = (1 +t)f(1).

Odtial po tprave
1
f) =7 3

—~

Dosadenim Tahko overime, ze funkcia f(¢) = 1/t vyhovuje rovnici zo zadania.
Funkcia uréené vztahom (3) je jediné rieSenie danej ulohy.

Iné rieSenie. Predpokladajme, Ze existuje funkcia danych vlastnosti a lubovolnt
z takych funkcii oznacme f.

Nech ¢ je Tubovolné kladné reédlne ¢islo. V danom vztahu polozme xz = ¢, y = t. Po
uprave dostaneme

tf(t) = f(tf(t)).

Odtial vyplyva, ze mnozina P = {p € R™; p = f(p)} je neprazdna, pretoze pre kazdé
kladné reélne ¢islo ¢ je tf(t) prvkom P.

Predpokladajme, Ze mnozina P obsahuje aspon dve rézne ¢isla, oznac¢me ich a a b.
V danom vztahu polozme x = a, y = b. Dostaneme

a®(f(a) + f(b)) = (a+b)f(f(a)b).
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Vzhladom na to, ze a = f(a), f(a) + f(b) = a+ b # 0, dostaneme odtial po tprave

a® = f(ab). (4)
Ak polozime v danom vztahu naopak x = b, y = a, dostaneme po podobnej tprave

b2 = f(ab). (5)

Vzhladom na to, Ze a a b st kladné ¢isla, vyplyva zo vztahov (4) a (5) a = b, ¢o je spor
s predpokladom, ze mnozina P obsahuje aspon dve rozne cisla.

Mnozina P teda obsahuje prave jedno ¢islo, ozna¢me ho p (p € R*"). Z predcha-
dzajucich vztahov vyplyva, Ze pre kazdé kladné realne ¢islo t plati tf(t) = p, preto
funkcia f méa nutne tvar

b
f(t):;

Teraz dosadme tento predpis do povodného vztahu. Pre vietky z,y € R* tak

dostaneme
r vy ZY

Upravou ziskame p = 1.
Teda funkcia f dana pre vSetky kladné realne ¢isla t predpisom

S0 =7

je jedina funkcia, ktord vyhovuje danému vztahu.



