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1. KaZdu z hviezdiciek na mieste jednotiek vo vyraze

TTTTTTTTTTTx 555 555 555 554
TITTITT7777+ 555555555559

nahradte nejakou cislicou tak, aby viraz mal ¢o najmensiu hodnotu. (J. Sims3a)

Riesenie. Ozna¢me x a y cislice, ktoré doplnime do ¢itatela, resp. menovatela prvého
zlomku. PretozZe cely vyraz v absolitnej hodnote budeme algebraicky upravovat, kvoli
prehladnejsim zépisom zavedieme oznacenie N = 111111111 110. Jednotlivé ¢isla z da-
ného vyrazu potom maju vyjadrenia

TUTTTTNTT T = TN +
TITTITTUT Ty = TN + vy,
955555555554 = 5N + 4,
955555555559 = 5N + 9.

Sktimany vyraz teda mozno zapisat a upravit nasledujicim sposobom:

TN +z 5N +4| |(TN+2)(5N +9) — (5N +4)(TN +y)|
IN+y BN+9| (TN +y)(5N +9) N
_ |(85N?% + 52N 4 63N + 9z) — (35N? + 5yN + 28N +4y)|

- (TN +y)(5N +9) B
5 (T—y+z) N+ 9z — 4y

B (TN +y)(5N +9)

Oznaéme este ¢itatela a menovatela ziskaného zlomku
C=p5-(T—y+z)-N+92—4y| a J=(TN+y)6N +9).

Ak budeme za x, y dosadzovat rozne dvojice ¢islic, menovatel J bude nadobudat iba
desat roznych hodndt v rozmedzi

(TN +0)(5N +9) < J < (TN + 9)(5N + 9).

Pozrime sa teraz, aké hodnoty bude nadobudat ¢itatel C. PretozZe ¢islo 9z —4y je najviac
dvojciferné, zatial ¢o ¢islo N dvanastciferné, rad ¢itatela C' bude zavisiet na tom, ¢i bude
¢initel (7 —y + x) rovny nule alebo nie. Preto tieto dve moznosti rozoberieme osobitne.

Pripad 7 —y + x = 0. Vtedy plati y = x + 7 a skimany ¢itatel C' mé tvar
C=15-0-N+ (92 — 4y)| = |9z — 4(z + 7)| = |bx — 28|.

Kedze ¢islica y (rovnd x + 7) je najviac 9, je ¢islica x rovna 0, 1 alebo 2, takze vyraz
|bx — 28| sa rovna 28, 23 alebo 18. Najmensia hodnota ¢itatela C je preto rovna 18
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a dostaneme ju jedine pre x = 2 a y = 9. Stastnou ,,zhodou okolnosti“ ma prave pre
y = 9 menovatel J najvic¢siu hodnotu, takze

min{?} - (7N+9;?5N+9)'

Pripad 7 — y + x # 0. Ukdzme, Ze hodnoty citatela C' (teda aj hodnoty zlomku
C/J) st v tomto pripade ,,obrovské“ v porovnani s prvym pripadom. Z nerovnosti 7 —
—y+x # 0 vyplyva odhad |7 —y + | =2 1 (¢islo 7 — y + x je celé), teda mame

C=5-(T—y+z) - N+9%2—4y|25-|T—y+z|-N — |92 —4y| =2 5N — |9z — 4y|.

Pretoze z a y st ¢islice, plati zrejme |92 —4y| < 81. Z ostatného odhadu C' a maximélne;j
hodnoty J preto vyplyva nerovnost

C > 5N — 81

J = (TN +9)(5N +9)

.....

oba zlomky maju rovnaky menovatel, zatial ¢o pre ¢itatele zrejme plati 5N — 81 >> 18
(nerovnost 5N — 81 > 18 plati uz od hodnoty N = 20).

Zaver. Do ¢itatela doplnime ¢islicu z = 2, do menovatela ¢islicu y = 9.

2. V rovnoramennom lichobezniku ABCD plati |BC| = |CD| = |DA| a |[{DAB| =
= |LABC| = 36°. Na zdkladni AB je dany bod K tak, Ze |AK| = |AD|. Dokdzte, Ze
kruznice opisané€ trojuholnikom AK D a KBC maji vonkajsi dotyk. (J. Zhouf)

Riesenie. V rovnoramennom trojuholniku AKD pozname uhol DAK oproti za-
kladni K'D. Mo6zeme dopocitat zvy$né dva uhly pri zdkladni (obr.1): |[{ADK| =
= |{AKD| = (180° — [{DAK])/2 = 72°. Stvoruholnik AKCD mé4 protilahlé strany
AK a CD zhodné a rovnobezné, takze je to rovnobeznik, preto priamky KC' a AD sa
rovnobezné. Uhly DAK a CK B st teda stihlasné a uhly CK B a KCD striedavé. Preto
|{CKB| = |£KCD| = 36°. Uhol DKC je doplnkom uhlov AK'D a CK B do priameho
uhla, plati teda | DKC| = 180° — 36° — 72° = 72°.

D C
@\ / \
A 36° 72°\/,36° 36° B

Obr. 1



Na polpriamke opacnej k polpriamke K D zvolme bod L tak, ze |KL| = |AD|.
Potom |[{LKB| = |{AKD| = 72° a |[{CKL| = |[{LKB| + |{CKB| = 108°. Do-
pocitanim uhlov v lichobezniku ABCD dostavame |£{BCD| = (360° — 2 - 36°)/2 =
= 144° a mozeme vyjadrit velkost uhla BCK: |[{BCK| = |ABCD| — |[{KCD| =
= 144° — 36° = 108°. Teraz uz vieme, ze |KL| = |CB| a |[{LKC| = |{KCB|, ¢o
znamend, ze LBCK je rovnoramenny lichobeznik, mozno mu teda opisat kruznicu
(zhodnii s kruznicou opisanou trojuholniku K BC). Dalej mézeme z lichobeznika LBCK
dopocitat |[{ KLB| = (360° —2-108°)/2 = 72° = | K DA]|. Z tejto rovnosti vyplyva, ze
AD || BL, takze trojuholniky ADK a BLK st navzajom rovnolahlé podla stredu K.
Rovnolahlé st potom aj kruznice im opisané. PretoZe obe prechddzaju stredom K
spomenutej rovnolahlosti, maji v tomto bode vonkajsi dotyk.

Iné rieSenie. Rovnako ako v prvom rieseni zistime, ze |AK D| = 72°. Stvoruholnik
AKCD je rovnobeznik (obr.2), takze |CK| = |AD|. Z rovnosti |CK| = |BC| v troj-

Obr. 2

uholniku K BC vyplyva, ze |[{CKB| = |{K BC| = 36°. Preto na zakladni C'D existuje
bod X taky, ze |[{AKX| = 108° (a |[{BKX| = 72°). Potom |[{DKX| = |{AKX| —
— |[LAKD| = 108° — 72° = 36°, a teda |[{DKX| = |{DAK]|. TakZe uhol DK X je
usekovym uhlom prislichajacim obliku DAK v kruznici opisanej trojuholniku AK D,
¢o znamend, 7e priamka KX je jej doty¢nicou. Podobne |[{CKX| = |[{BKX| —
— |[ABKC| = 72° — 36° = 36° = |{KBC|, takze KX je dotyénicou aj ku kruznici
opisanej trojuholniku K BC. Kruznice opisané trojuholnikom AK D a K BC' maju teda
spolo¢nit doty¢nicu K X prechadzajicu spoloénym bodom K. Obe kruznice sa preto
v tomto bode dotykaju.

3. V obore redalnych cisel rieste rovnicu
zlx| —bx+7=0,

kde |z| znamend dolni celi cast ¢isla x, teda najvicsie celé ¢islo k, pre ktoré plati
k < x. (Napriklad [vV2] =1 a |-3,1] = —4.) (E. Kovac)

Riesenie. Oznacme k = |z], teda z = k+ @, 0 < a < 1. Dana rovnica ma potom tvar
(k+a)k—5(k+a)+7=0. Odtial o = (k? —5k+7)/(5 — k). Hladdme teda celé ¢isla k,
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pre ktoré plati

k* — 5k +7
5—k

Kazdu z tychto nerovnosti vySetrime osobitne. Pretoze kvadraticky trojélen k? — 5k +7

mé zaporny diskriminant, plati k2 — 5k + 7 = 0 pre kazdé redlne ¢islo k. Takze Tava

nerovnost v (1) plati prave vtedy, ked 5 — k > 0, ¢ize k < 5. VyrieSme pravi nerovnicu:

0

[IA

<L (1)

H—6k+7<1
5—k ’
k* —5k+7—(5—k)
=T <0,
H—4k+2<0
5—k ’
(k—2—vV2)(k—2+2)
- < 0.

Podla polohy ¢&isel 2 — /2, 2++/2 a 5 na é&iselnej osi zistime, Ze ostatna nerovnost plati
prave vtedy, ked k patri do mnoziny (2 — v/2,2 4+ v/2) U (5, 00). Nerovnosti (1) teda
platia sic¢asne prave vtedy, ked k lezi v intervale (2 — /2,2 + v/2). Tejto podmienke
vyhovuja iba tri celé ¢isla 1, 2 a 3. Pre k = 1 dopoditame o = 3/4, pre k = 2 vyjde
a=1/3 apre k =3 je a = 1/2. Celkom dostavame tri rieSenia z1 = 7/4, o = 7/3
a I3 = 7/2

Iné rieSenie. Oznac¢ime k = || ako v prvom rieSeni a z rovnice kz —5x +7 =0
vyjadrime z v tvare x = 7/(5 — k). Teraz hladdme celé ¢isla k, pre ktoré plati k =
< 7/(5— k) < k+ 1. Obe nerovnosti st splnené jedine pre celé ¢isla 1, 2 a 3, ktorym
zodpovedaju rieSenia 7/4, 7/3 a 7/2.

4. Cislo a,, vznikne tak, Ze za seba napiseme prvjch n po sebe idicich prirodzenych ¢isel,
napriklad a13 = 12345678910111213. Zistite, kolko c¢isel delitelnyjch 24 sa nachddza
medzi ¢islami a1, a9, ... ,a10000- (P. Cernek)

RiesSenie. Prirodzené ¢islo je delitelné ¢islom 24 prave vtedy, ked je delitelné sucasne
(navzajom nesudelitelnymi) ¢islami 3 a 8. Pre ciferny stcet prirodzeného ¢isla k zavedme
oznadenie S (k). Cislo a,, je delitelné tromi prave vtedy, ked je tromi delitelny jeho ciferny
sucet, teda ¢islo S(1) + S(2) + -+ + S(n). ZvySok po deleni tromi tohto suctu zavisi
iba na zvyskoch (po deleni tromi) jednotlivych séitancov S(k). Pretoze po deleni tromi
déva ¢islo S(k) rovnaky zvysok ako ¢islo k, davaju cisla S(1),.S5(4), S(7),... zvySok 1,
¢isla S(2),5(5),5(8),. .. zvysok 2 a ¢isla S(3),.5(6),S(9), ... zvySok 0. Preto napriklad
¢islo S(a14), teda stcet S(1) +S(2) +---+5(14), dava po deleni tromi rovnaky zvysok
ako sucet

(14+24+0)+(1+2+0)+(1+2+0)+(1+2+0)+1+2.

Podla uzatvorkovanych trojic lahko vidime, Ze tento stcet je delitelny tromi. Pretoze
v8eobecne sucet S(3i —2) + 5(3i — 1) 4+ S(37) je delitelny tromi pre kazdé prirodzené i,
mozeme podobnym spdsobom uzitvorkovat kazdy stucet

S(1)+ S(2) + -+ S(n)
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a zistit, Ze jeho zvySok po deleni tromi je rovny 1, ak n = 3k — 2 a je rovny 0, ak
n =3k — 1 alebo n = 3k.

Cisla a,, teda budi delitelné tromi prave vtedy, ked n bude tvaru 3k alebo 3k — 1
(k=1,2,...).

Teraz rozoberme, kedy budu éisla a, naviac delitelné ésmimi. Prirodzené ¢islo je
delitelné 6smimi prave vtedy, ked je delitelné 6smimi posledné trojéislie jeho zapisu
v desiatkovej sustave. Nase tivahy budu zévisiet na pocte ¢islic ¢isla n.

Pre aspon trojciferné ¢isla n je a, delitelné 6smimi prave vtedy, ked je delitelné
O0smimi ¢islo n. Pretoze sa zvysky cisel a,, po deleni tromi opakuja po troch a zvysky
po deleni 6smimi po 6smich ¢islach a,,, buda sa zvysky po deleni ¢islom 24 opakovat
po najmensom spolo¢nom néasobku tychto period, teda po dvadsiatich Styroch. Pre
trojciferné n lahko zistime, ze podmienke v Glohe vyhovuju ¢isla tvaru 104 +24k a 120+
+ 24k (n musi byt delitelné 6smimi a davat zvysok dva alebo nula po deleni tromi).
Do 10000 mame 413 ¢isel tvaru 104 + 24k (413 = | (10000 — 104) /24| + 1) a 412 ¢isel
tvaru 120 + 24k.

Aby pri dvojcifernom n bolo ¢islo a,, delitelné 6smimi, musi byt delitelné aj Styrmi.
O delitelnosti Styrmi rozhoduje posledné dvojcislie, takze Styrmi budua delitelné prave
vietky tie a,, pre ktoré je n delitelné styrmi. Cislo n — 1 je potom neparne, teda aj
an—1 je Cislo neparne a c¢islo 100a,,_1 dava zvysSok styri po deleni 6smimi. Potom ¢islo
a, = 100a,_1 + n bude delitelné 6smimi prave vtedy, ked n bude tiez davat zvySok
Styri po deleni 6smimi, bude teda tvaru 8%+ 4. Spolu s podmienkou na delitelnost tromi
dostavame, ze vyhovujice dvojciferné ¢isla n maju (rovnako ako vyssie) periédu 24 a su
tvarun = 12424k an = 20+24k, k € {0,1, 2, 3}. Po sto tak mame spolu 4+4 = 8 ¢isel.

Pri jednocifernom n Tahko zistime, Ze zo vSetkych parnych ¢isel a,, vyhovuje iba
ag = 123 456.

Celkom vyhovuje 834 cisel.

5. Je dand priamka p a bod A, ktory na mej nelezi. Zostrojte lichobeznik ABCD
s minimdlnym obsahom a ramenom BC' na priamke p tak, aby boli splnené rovnosti
|BC| = |AC| a |BE| = 3|DE|, kde E je priesecnik uhlopriecok lichobeznika.

(P. Leischner)

Riesenie. Predpokladajme, ze ABCD je hladany lichobeznik a K, L st pity kolmic
z vrcholov B, D na priamku AC (obr. 3). Z podobnosti pravouhlych trojuholnikov BKE
a DLE vyplyva, ze dlzky stran BK a DL, t.j. odvesien v spomenutjch trojuholnikoch,
st v rovnakom pomere ako dlzky ich prepén BE a DE, teda 3 : 1. BK a DL
su vSak aj vyskami v trojuholnikoch ABC a ACD, a to na spolo¢na stranu AC.
Obsahy tychto trojuholnikov sii teda tiez v pomere 3 : 1, takze obsah lichobeznika
ABCD je rovny 4P/3, kde P je obsah rovnoramenného trojuholnika ABC. Vyska
tohto trojuholnika z bodu A na stranu BC je dana (vzdialenost bodu A od priamky p).
Obsah trojuholnika ABC bude teda minimalny, ked bude miniméalna dizka strany BC,
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a teda aj AC, t.]j. ked tsecka AC bude kolma na p.

Obr. 3

Konstrukcia. Najskor zostrojime bod C (péta kolmice z A na p). Vrchol B ndjdeme
ako priese¢nik priamky p s kruznicou k(C,|AC|) (dve moznosti). Vrchol D je priesec-
nikom priamky m vedenej bodom C' rovnobezne s AB a priamky n rovnobeznej s AC
vo vzdialenosti 4| BC|/3 od vrcholu B vnutri polroviny opa¢nej k ACB.

Zdver. Uloha m4 dve rieSenia simerne zdruzené podla priamky AC L p (obr.4).

A

Dy 1

Bl n2|m1 m2|n1 BQ

Obr. 4

6. Urcte vsetky prirodzené ¢isla M delitelné 240, pre ktoré ma rovnica M = NSN(x, y)
s neznamymi xz, y prdve 1001 rieseni v obore prirodzenych cisel. (Symbol NSN(z,y)
znaci najmensi spoloény nasobok cisel x a y.) (P. Cernek)

RieSenie. Najskor ukdzme, ze pre ¢islo M s prvoéiselnym rozkladom M = []7_, pi’
(p; st rozne prvoéisla) je podet rieSeni rovnice NSN(z,y) = M rovny [];_,(2¢; +1).
Naozaj, kazdé rieSenie (x,y) danej rovnice ma tu vlastnost, ze Tubovolné prvocislo p;
(¢=1,...,n) deli aspon jedno z ¢isel  a y (a to najviac s takym exponentom, s akym
deli M) a Ziadne iné prvocisla uz ani z, ani y nedelia. Cisla = a y teda maja tvar

n n
i b; . .
x = Hp? , Y= Hpi , a;, b € Ng, anaviac max(a;,b;)=c¢, i=1,...,n.
i=1 i=1



Cisla = a y tak jednoznac¢ne uréuji n-tice ¢isel a; a b; a naopak, st nimi jednoznacne
urcené. Vsetky riesenia danej rovnice su teda popisané dvojicami n-tic prirodzenych
Cisel takych, Ze na i-tej pozicii je v oboch n-ticiach ¢islo z mnoziny {0, ... ,¢;} a aspon
v jednej z nich sa priamo rovna c¢;. Takych n-tic je [[;_;(2¢; + 1), nakolko dve n-tice
Cisel (ay,as,...,a,) a (by,ba,...,b,) mdzeme povazovat za n dvojic ¢isel (aq,by),
(ag,b2), ..., (an,b,). Lubovolna dvojica (a;,b;) modze nezavisle nadobudat (2¢; + 1)
roznych hodnét (0,¢;), (1,¢), ..., (¢i — 1,¢), (¢, ¢i), (ciyei — 1), ...y (¢i,1), (¢4,0).
Podla kombinatorického pravidla stéinu dostavame vyssie uvedeny pocet.

Prvociselny rozklad ¢isla 1001 je 7 - 11 - 13. Aby mala dana rovnica prave 1001
rieSeni, musia exponenty ¢; z prvociselného rozkladu ¢isla M (obsahujuceho podla
zadania najmenej tri prvoéisla, a to 2, 3 a 5) spliiat rovnost [];_;(2¢; +1) = 7-11-
-13. V prvociselnom rozklade ¢isla M teda musia byt zastipené prave tri prvodisla, a to
s exponentmi (7—1)/2 =3, (11—-1)/2 =5a (13—1)/2 = 6. Pretoze M ma byt delitelné
islom 240 = 2% - 3 -5, teda prvocislami 2, 3 a 5 so zodpovedajicimi exponentmi, st
jediné mozné volby pre M &isla 2° - 33 .56, 25.36.53 26.35.53 26.33.55



