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53.ro¢nik MO Riesenia tloh skolského kola kategorie B

1. Uréte, kolko rieseni md v obore redlnych éisel rovnica

T

v =zl + 5501

kde |x| oznacuje dolni celi cast ¢isla x, t.j. najvicsie cel€ cislo, ktoré je mensie alebo
rovné ako x. (J. Simsa)

RieSenie. Predpokladajme najskor, ze celé ¢islo k = |z] pozndme, dosadme ho do
rovnice ako ,parameter“ a ziskant rovnicu vyriesme:

X
r=k+ 3008
2004z = 2004k + =,
2004k
2003

Ked budeme do ostatného vztfahu dosadzovat jednotlivé celé ¢isla k, bude prislusné x
naozaj rieSenim sktimanej rovnice vtedy, ked sa jeho celd ¢ast bude rovnat prave ¢islu k,
teda ked budu platif nerovnosti

L < 2004k

< 1
— 2003 <kt

Zistime, ktoré celé k vyhovuji obom nerovnostiam. Lava nerovnost je ekvivalentnd
s nerovnostou k = 0, prava nerovnost s nerovnostou k& < 2003. Hladané k st teda prave
hodnoty k£ € {0,1,...,2002}. Kazda z nich urcuje jediné rieSenie x, takze vSetkych
rieSeni x zadanej rovnice je prave 2003. Dodajme, Ze vyhovujice k moZno urcit aj
upravou odvodeného vztahu na tvar

_2ka_k+ k
2003 2003’

z ktorého vidno, Ze ¢islo k je celou ¢astou ¢isla x prave vtedy, ked platia nerovnosti

iz < 2003.
0_2003 , Cize 0= k<2003

Iné riesenie. Pretoze pre kazdé redlne x plati [z] =< x < |z] + 1, porovnanim so
zadanou rovnicou zistime, Ze kazdé rieSenie x musi spliiaf nerovnosti

0§5%1<L Gze 0<z < 2004

Cislo = splhajiice ostatné nerovnosti bude riesenim sktimanej rovnice prave vtedy, ked
hodnota = — x/2004 bude celoéiselna. Pretoze plati

T 2003x
2004 2004

Wi
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da sa ostatnd podmienka vyslovit takto: ¢islo 2003z je celo¢iselnym nasobkom d¢isla
2004. To vzhladom na nerovnosti 0 < 2003z < 2003 -2 004 znamena, ze ¢islo 2003x sa
rovna niektorému z cisel

0-2004, 1-2004, 2-2004, ..., 2002 - 2004,

takze skimanda rovnica méa prave 2 (003 rieseni

0-2004 1-2004 2-2004 2002 - 2004
2003 > 2003 ° 2003 ' 2003

2. Uvedte priklad mnozZiny M pozostdavajucej z dvojcifernych cisel, ktora ma maximdlny
pocet prukov a pritom spliia obidve nasledujiice podmienky:
(i) Kazdé dve ¢isla patriace do mnoziny M su nesudelitelné.
(i) Ak zmenime poradie ¢islic lubovolného ¢isla patriaceho do mnoziny M, dosta-
neme opdt c¢islo patriace do mnoziny M.
(J. Foldes)

RieSenie. Kvdli podmienke (i) moze byt v mnozine M najviac jedno z C¢isel
11,22,33,...,99 zapisanych dvoma rovnakymi d¢islicami, ktoré s vsetky delitelné
jedenéstimi. Kvoli podmienke (ii) a delitelnosti dvoma tam zasa nemoze byt Ziadne
¢islo zapisané dvoma roznymi parnymi Cislicami. S jednou parnou déislicou méze byt
v M najviac jedna dvojica ¢isel ab, ba.

Ostava zistif, kolko moze mnozina M obsahovat dvojic &isel ab, ba zapisanjch
dvoma réznymi neparnymi éislicami a a b. Ziadne z tychto ¢isel nesmie byt delitelné
tromi (ak je ¢islo ab delitelné tromi, je také aj &islo ba), preto do tivahy prichadza iba
sedem dvojic takych ¢isel: (13,31), (17,71), (19,91), (35, 53), (37,73), (59,95) a (79,97).
Kvoli delitelnosti piatimi, siedmimi a devitnastimi vSak moze byt v M iba jedna z dvojic
(19,91), (35,53) a (59,95), teda najviac pit zo vSetkych siedmich vypisanych dvojic.

Celkove zistujeme, ze mnozina M obsahuje najviac 14+2+2-5 = 13 ¢isel. Prikladom
trindstprvkovej mnoziny je

M = {11,23,32,13,31,17,71,35,53,37,73,79,97}.
(Existuju aj iné priklady, nase avahy vSak ukazuju, ze kazda trinastprvkova mnozina M

musi obsahovat ¢isla 13, 31, 17, 71, 37, 73, 79, 97 a jednu z dvojic (35, 53) alebo (59, 95);
dvojica (19,91) je vylucena, lebo ¢islo 91 je ndsobkom ¢isla 13.)

3. Nech ABCD je lichobeznik s ostrymi uhlami pri zdkladni AB. Nech E je taky bod
zdkladne AB, Ze kruZnice opisané trojuholnikom AED a EBC sa dotykaji zvonku.
Dokazte, Ze bod E lezi na kruznici opisanej trojuholniku C DV, kde V je priesecnik
priamok AD a BC. (R. Horensky)

RieSenie. Oznatme « a ( postupne vnutorné uhly pri vrcholoch A a B (obr.1).
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Bodom F prechadza spolo¢na dotycnica oboch uvazovanych kruznic, uhol DEC je

vV
WC
o X
A I B

Obr. 1

teda stuc¢tom usekovych uhlov prislichajucich tetive DE v jednej kruznici (s obvodovym
uhlom «) a tetive FC' v druhej kruznici (s obvodovym uhlom (). Jeho velkost je preto
a+f. A pretoze velkost uhla CVD je 180°—(a+/3), zistujeme, ze v Stvoruholniku CVDE
sa uhly pri protilahlych vrcholoch E a V dopliiaji do 180°. To, ako vieme, znamena, ze
CVDEFE je tetivovy stvoruholnik, t.j. bod E lezi na kruznici opisanej trojuholniku CDV'.



