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67.roc¢nik Matematickej olympiady
2017/2018 Riesenia tloh domaceho kola kategorie C

1. Ndjdite najmensie stvorcifernée cislo abed takée, Ze rozdiel
(ab)” — (ed)”

je trojciferné cislo zapisan€ tromi rovnakymi ciframi.
(Patrik Bak, Maria Doményova)

Riesenie. Hladajme najskor rieSenie rovnice pre najmensie trojciferné ¢islo s rovnakymi
ciframi, ktoré rovno rozlozime na sicin prvocisel:

ab’ —cd’ = (ab+ cd) (ab—cd) = 111 = 37 - 3. (1)

Prva zatvorka je kladna a sucin oboch zatvoriek je kladné cislo, preto st obe zatvorky
kladné. Cislo abed je stvorciferné, teda a = 1, takze ab = 10, a teda ab+cd > 10. Kedze
37 a 3 st prvocisla, mame iba dve moznosti v rozklade rovnice (1): bud ab + cd = 37
aab—cd=3, aleboab+cd=111a ab—cd = 1.

V prvom pripade dostavame riesenim ststavy ab + cd = 37, ab — cd = 3 hodnoty
ab = 20 a cd = 17, takze abed = 2017. V druhom pripade dostaneme obdobnym
sposobom abed = 5 655.

Teraz ukazeme, Ze ziadne ¢islo mensie ako 2017 nemd pozadovanu vlastnost.
Pripustme, Ze také ¢islo abed < 2017 existuje. V tom pripade musi byt ab < 20, a teda
b —cd < 202 = 400 < 444, takze rozdiel b —cd je rovny jednému z &sel 111,
222 alebo 333. Prvi moznost sme uz rozobrali Gplnym rieSenim rovnice (1), rozoberme
zvysné dve moznosti.

Rovnica

(ab+cd) (ab—cd) =222 =2-3-37

vedie (s prihliadnutim na ab 2 10) k moznostiam' (ab+ cd, ab — cd) € {(37,6), (74,3),
(111,2),(222,1)}. VyrieSenim Styroch prislachajicich sustav o dvoch nezndmych dosta-

neme L
(@) € {(£,3), (5. 5), (4,9, (2.3},

¢o nedava ziadne celociselné rieSenie.
Nakoniec rovnica

(ab+ cd) (ab—cd) =333 =3-3-37

vedie na moznosti (ab+ cd,ab—cd) € {(37,9),(111,3),(333,1)}. VyrieSenim troch
prislachajucich ststav dostaneme

(ab, cd) € {(23,14), (57,54), (166, 165)},

! Moznost (ab + cd)(ab — cd) = 222 mozno vylucit hned pozorovanim, Ze obe zatvorky maji rovnaki
paritu (rozdiel medzi nimi je parne &islo), a preto ich si¢in neméze byt parne &islo 222, ktoré totiz
nie je delitelné $tyrmi.



pri¢om ani v jednom pripade nevychadza ab < 20.

Odpoved. RieSenim tlohy je ¢islo 2017.

Iné rieSenie. Budeme postupovat podobne ako v predchadzajicom rieSeni, len lepsie
vyuzijeme to, ze 111 je delitelné prvocislom 37. RieSme teda rovnicu

(ab— cd)(ab+cd) =3 - 37 - k,

pricom k je nejaka nenulova cifra.

Hladdme prirodzené ¢isla [ a m také, ze 0 <l < m al-m = 3-37-k, a pre ne
potom vyriesime ststavu ab — cd = I, ab + c¢d = m. Pritom zrejme plati ab = %(l +m),
a kedZe uz hladame iba ¢islo abed mensie ako 2017, modzeme predpokladat, ze ab < 20,
¢ize | +m < 40.

Kedze suc¢in Im je delitelny prvocislom 37, musi byt jedno z ¢isel [, m delitelné 37.
KedZe je vSak [ +m < 40 al < m, musi byt m =37 al < 3, a teda k = 1, ¢o je pripad,
ktory sme uz rozobrali. Ziadne vyhovujtce ¢islo mensie ako 2017 tak neexistuje.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY: o
N1. Najdite vsetky trojciferné ¢isla abc také, ze ab - c je trojciferné cislo s tromi rovnakymi
ciframi. [373, 376, 379, 743, 746, 749] o
N2. Najdite najvicsie stvorciferné c¢islo abed také, Ze ab - cd je trojciferné ¢islo s tromi
rovnakymi ciframi. [7412]

D1. Najdite vsetky Stvorciferné ¢isla abed, také, ze ab —ed’ je stvorciferné ¢islo so Styrmi
rovnakymi ciframi. [5645, 6734, 7823, 8§912]

D2. Najdite v8etky sStvorciferné cisla abed, také ze b’ —ed’ je trojciferné ¢islo s tromi
rovnakymi ciframi. [2017, 2314, 2611, 2908, 3205, 4034, 4331, 5655, 5754, 5853,
5952, 6051, 7771, 9491]

2. Urcte najvicst mozny pocet neprdzdnych po dvoch disjunktnych mnozin s rovnakyms
suctami prvkov, na ktoré mozno rozdelit mnoZinu
a) {1,2,...,2017},
b) {1,2,...,2018}.
Ak je mnoZina tvorend jednym cislom, povaZujeme ho za siucet jej prvkov.
(Patrik Bak)

Riesenie. Pozrime sa najskér na mnoziny s najmensim moznym poctom prvkov; jedno-
prvkovi mnozinu mozeme zrejme v rozdeleni mat nanajvys jednu — v opa¢nom pripade
by tie dve jednoprvkové mnoziny nemali rovnaky stcet prvkov. Ostatné mnoziny st
teda aspon dvojprvkové.

V casti a) vezmime ako jednoprvkovii mnozinu ti s najviacsim ¢islom, teda {2017}.
Vsetky ostatné mnoziny potom budu aspon dvojprvkové a mali by mat sucet prvkov
2017: zvys$né disla 1,2,...,2016 uz lahko rozdelime na 1008 vyhovujacich mnozin
{1,2016}, {2,2015}, ..., {1008,1009} so ziadanym stc¢tom prvkov 2017.

Podla prave uvedeného postupu dokadzeme rozdelit aj mnozinu {1,2,...,2018}
na 1009 mnozin {1,2018}, {2,2017}, ..., {1009,1010} s rovnakym sictom prvkov
rovnym 2 019.

Teraz este ukdzeme, preco ani v jednej z Casti a) ¢i b) nemdZzeme vytvorit viac ako
1009 mnozin. Predpokladajme, Ze by tych mnozin bolo aspor 1010. KedZe nanajvys
jedna z nich moze byt jednoprvkova a ostatné si aspor dvojprvkové, bol by pocet
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vSetkych ich prvkov aspon 1+ 1009 -2 = 2019, zatial ¢o my mame k dispozicii iba
2017 prvkov v Casti a) a 2018 prvkov v ¢asti b).

Poznamka. Sucet vsetkych ¢isel v ¢asti a) je 1009-2017 a v casti b) 1009-2019. Ak uz
uhddneme, Zze mnozin méa byt 1009, tak zrejme sucet prvkov v jednotlivych mnozindch
musi byt 2017 v Casti a) a 2019 v Casti b).

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. N&jdite vzorec pre sucet ¢isel 1 +2+ -+ n. [n(n+1)/2]

N2. Zdévodnite, ze ak rozdelime 2000 holubov do 1001 klietok, bude nejaka klietka bud
prazdna, alebo v nej bude iba jeden holub. [Ak by v kazdej klietke boli aspoii dva
holuby, bolo by holubov spolu aspoii 2 - 1001 = 2002, ¢o déva spor.]

D1. Na kolko najviac neprazdnych mnozin s rovnakym sic¢tom je mozné rozdelit mnozinu
{1,2,...,n}? [[(n+1)/2], t.j. (n+ 1)/2, ak je n neparne, a n/2, ak je n parne]

D2. Na kolko najviac neprazdnych mnozin so suc¢tami prvkov delitelnymi tromi je mozné
rozdelit mnozinu {1,2,...,3m}? [Prikladom rozdelenia na 2m mnozin je m dvoj-
prvkovych mnozin {3k — 2,3k — 1} a m jednoprvkovych mnozin {3k}. Vysvetlime,
preco rozdelenie na viac ako 2m mnozin neexistuje. Pri Iubovolnom vyhovujicom
rozdeleni mo6zeme od kazdej viacprvkovej mnoziny obsahujtcej nasobok troch toto cislo
y,odtrhnit“ ako jednoprvkovi mnozinu, a vytvorit tak pocetnejsie rozdelenie. Preto
pri hladani doty¢ného maxima moézeme uvazovat iba rozdelenia, v ktorych vsetkych
m nasobkov troch tvori jednoprvkové mnoziny. Kazdé z ostatnych 2m cisel potom lezi
v nejakej mnozine s najmenej dvoma prvkami, takze viacprvkovych mnozin je nanajvys
(83m —m):2=m.]

D3. Néjdite vzorec pre stcet &isel 1 +3 +5+ -+ + (2n — 1). [n?]

3. Dany je pravouhly trojuholnik ABC' s preponou AB, v ktorom D oznacuje pdtu vysky
z vrcholu C. V polrovine s hranic¢nou priamkou AB a vnitornym bodom C uvazZujme
body E, F také, Ze uhly EBA, FAB su pravé, |BE| = |BD| a |AF| = |AD|. Dokdzte,
zZe priamky AE a BF sa pretinaji na usecke CD. (Jaroslav Svréek)

RieSenie. Ozna¢me ¢, = |AF| = |AD| a ¢, = |BE| = |BD|. Priese¢nik priamky AF
s CD oznac¢me P. Z podobnosti pravouhlych trojuholnikov ABE a ADP vyplyva
(obr. 1)

|IDP|  |AD|
|BE|  |AB|’

|AD| - |BE| _ CaCp

gize |DP|= 4B " are

Ak oznac¢ime analogicky ) priesecnik priamky BF s CD, vyjde z podobnosti
pravouhlych trojuholnikov ABF a DBQ

CqCp
DQ| = e
1DQ) Ca+Cp

¢o znamend, ze |DP| = |DQ)|, a teda P = @, lebo oba body lezia na polpriamke DC.
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Cy

Cp A ‘B
Obr. 1

Este dokdzeme, ze bod P lezi vnatri tsecky CD, t.j. |PD| < |CD|. Z konstrukcie
bodu P vyplyva, ze |PD| < |EB| = ¢, a |PD| < |FA| = ¢,. NavySe pre odvesny oboch
podobnych pravouhlych trojuholnikov ADC' a C' DB zrejme plati bud ¢, < |[CD| < ¢
(ked pre odvesny trojuholnika ADC' plati ¢, = |AD| £ |CD], tak plati aj |CD| <
< |DB| = ¢, v trojuholniku CDB), alebo ¢, = |CD| £ ¢, (v opa¢nom pripade).
V kazdom pripade vSak je |PD| < min(c,, ) < |CD).

Iné riesenie. Uvazovany Stvoruholnik ABEF je zrejme pravouhly lichobeznik alebo
pravouholnik. Ozna¢me P priese¢nik uhloprietok AF a BF a P;, P, jeho kolmé prie-
mety na strany AF, resp. BE (obr. 2). UkdZeme, Ze bod P lezi na kolmici na stranu AB
vedenej bodom D (pétou vysky pdovodného trojuholnika ABC).

E
F P

Py < P
A T D 11 B

Obr. 2

Kedze AF je priecka rovnobeziek AF' || BE, st trojuholniky AFP a EBP podobné
podla vety wu, pricom pre ich vysky zo spolo¢ného vrcholu P vdaka tomu plati

PP _ |AF| _ |AD
PP, ~ |BE|  |BD|

Bod P teda deli tsecku P; P, rovnobezni s AB v rovnakom pomere, v akom bod D
deli tse¢ku AB. Preto PD || AF || BE, a teda PD 1 AB, ako sme slubili ukazat.
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Este si uvedomme, ze vdaka rovnostiam |BE| = |BD| a |AF| = |AD]| platia pre
odvesny pravouhlych trojuholnikov ABF a ABE nerovnosti |[BE| < |AB| a |AF| <
< |AB|, takze kazdy z uhlov BAE i ABF je mensi ako 45°.

Ak sa vratime k zadaniu ulohy, vidime, Ze priamky AFE a BF sa pretinaju na
polpriamke DC. A kedZe dany trojuholnik ABC' je pravouhly, mé jeden z jeho uhlov
BAC, ABC velkost aspon 45° (ich sucet je 90°). Bod P teda musi urcite lezat vnutri
jedného z uhlov BAC ¢ ABC, teda dokonca vnutri tisecky DC', ¢o sme chceli dokézat.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. V pravouhlom trojuholniku ABC' s preponou AB oznaéme D pétu vysky z vrcholu C.
Dokazte, Ze platia tzv. Euklidove vety |CD|? = |AD|- |BD|, |AC|?> = |AB]| - |AD|
a |BC|? = |AB|-|BD|.

N2. Dany je trojuholnik ABC, v ktorom D oznacuje piatu vysky z vrcholu C. V polrovine
ABC uvazujme body F, E také, ze uhly EBA, FAB st pravé, |BE| = |BD| a |AF| =
= |AD|. Dokéazte, ze priamky AFE a BF sa pretinaji na priamke CD. [Vyuzite
podobnost pravouhlych trojuholnikov.]

D1. Dany je pravouhly trojuholnik ABC' s preponou AB, v ktorom D oznacuje patu vysky
z vrcholu C. V polrovine ABC uvazujme body F, E také, ze uhly EBA, FAB su
pravé, |BE| = |BD| a |AF| = |AD|. Dokazte, ze sa priamky AE a BF pretinajt
na tsecke DG, pricom G je stred tsecky CD. [Uvedomte si, Ze dizka jedného z tisekov
Ca, Cp je nanajvys rovna polovici dizky prepony AB.]

D2. Dany je pravouhly trojuholnik ABC' s preponou AB, v ktorom D oznacuje patu vysky
z vrcholu C. V polrovine ABC uvazujme body F, E také, ze uhly FBA, FAB st
pravé, |BE| = |BD| a |AF| = |AD|. Dokéazte, ze priamka EF pretina useé¢ku CD.
[Priamka E'F pretina polpriamku DC vo vzdialenosti 2cqcp/(ca + ¢p) od bodu D.
Alebo si uvedomte, Ze prieseénik uhlopriecok lichobeznika ¢i pravouholnika BEF A
rozpoluje zodpovedajicu priecku, a pouzite D1.]

4. Urcte najvicsie celé ¢islo n, pri ktorom mozno Stvorcovi tabulku n x n zaplnit
prirodzenymi ¢islami od 1 po n? tak, aby v kaZdej jej stvorcovej casti 3 x 3 bola zapisand
aspon jedna druhd mocnina celého cisla. (Jaromir Simsa)

Riesenie. Lahko sa ndm podari pozadovanym sposobom zaplnit tabulku 11 x 11 — staci
z 11 druhych mocnin celych é&isel 12,22, ..., 112 vybrat devit a umiestnit ich na deviit
policok tabulky so sturadnicami

(3,3), (3,6), (3,9), (6,3), (6,6), (6,9), (9,3), (9,6), (9,9)

a ostatnymi ¢islami zaplnit zvy$né policka akokolvek. KedZze v kazdej casti 3 x 3 danej
tabulky je jedno z uvedenych deviatich poli¢ok, ¢islo n = 11 méa pozadovanu vlastnost.

Ukézeme, Ze ulohe nevyhovuje Ziadne n = 12. Pre Tubovolné n = 12 ozna¢me k
celo¢iselny podiel ¢isla n po deleni tromi so zvySkom, ¢ize 3k < n < 3k +2 a k = 4.
V tabulke n x n tak ndjdeme k? neprekryvajtcich sa (disjunktnych) Stvorcov 3 x 3,
k dispozicii vsak mame iba n druhych mocnin celjch éisel 12,22, ..., n?, pri¢om zrejme
plati

n <3k +2 < 4k < K2

Pre n = 12 tak danu tabulku nedokédzeme pozadovanym spésobom vyplnit.
Odpoved. Hladané najvicésie n je rovné 11.
NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Najdite vSetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré mozno Stvorcovu tabulku n X n zaplnit
prirodzenymi &islami od 1 do n? tak, aby v kazdom riadku aj v kazdom stipci bola
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zapisand aspoil jedna druhd mocnina celého é&isla. [Ide to pre kazdé n — Stvorce
12,22, ... n? zapiSeme na uhlopriecku.

N2. Urc¢te najvicsie celé ¢islo n, pri ktorom je mozné Stvorcovu tabulku n X n zaplnit
prirodzenymi &slami od 1 do n? tak, aby v kazdej jej Stvorcovej ¢asti 2 x 2 bola
zapisand aspoin jedna druhd mocnina celého éisla. [n = 5]

D1. Do stvorcovej tabulky 11 x 11 sme vpisali prirodzené &isla 1,2,...,121 postupne po
riadkoch zlava doprava a zhora nadol. Stvorcovou dostickou 4 x 4 sme vsetkymi
moznymi spdsobmi zakryli prave 16 policok. Kolkokrat bol sucet zakrytych 16 &isel
druhou mocninou celého ¢&isla? [65-B-1-2]

D2. Stvorcovt tabulku 6 x 6 zaplnime vSetkymi celymi ¢islami od 1 do 36.

a) Uvedte priklad takého zaplnenia tabulky, ze sudet kazdych dvoch éisel v rovnakom
riadku & v rovnakom stipci je vacsi ako 11.

b) Dokéazte, ze pri lubovolnom zaplneni tabulky sa v niektorom riadku alebo stipci
najdu dve cisla, ktorych siiCet neprevysuje 12.

[66-C—11-2]

5. Dand je kruznica k(O,r) a bod A, pricom |AO| = d > r. Dotycnice z bodu A sa
dotykaji kruznice k v bodoch B, C. Trojuholniku ABC' je vpisand kruznica. Vyjadrite
jej polomer o pomocou dangjch dizok d a r. (Sarka Gergelitsova)

Riesenie. Ukazeme najskor, ze stred D kruznice vpisanej trojuholniku ABC lezi na
danej kruznici k.

Zo stmernosti doty¢nic AB, AC kruznice k podla osi OA jej tetivy BC vyplyva,
ze trojuholnik ABC je rovnoramenny a stred D jeho vpisanej kruznice lezi na spojnici
hlavného vrcholu A a stredu F zékladne BC, pricom DE je jej polomer (obr. 3). Kedze
stred D lezi aj na osi uhla ABC', st vyznacené uhly DBA a DBFE zhodné. Zhodné st
aj vyznacené uhly DAB a EBO, lebo oba dopliiaji ten isty uhol AOB do 90°. Pre
vonkajsi uhol ODB trojuholnika DAB tak plati

|{ODB| = |{DBA| + |£DAB| = |{DBE| + |{EBO| = |{DBO|,

takze trojuholnik OBD je rovnoramenny so zakladiiou BD, a preto |OD| = |OB| = r.
Bod D tak naozaj lezi na kruznici k, takze |OF| = |OD| — |DE| =r — p.

Obr. 3

Teraz z podobnosti trojuholnikov BOE a AOB zarucenej vetou uu dostaneme

r—o |OE| B |OB| L r2

-, Cize — =r—op,

r|0B| _ |0A] ~ 4 d

6



teda
r2  rd—r? r(d-r)
Q =r - — = —

d d d

Iné riesenie. Podobne ako v prvom rieSeni si uvedomime, ze body A, D, O leZia
na jednej priamke, a to, ze bod E je pdtou vysky z vrcholu B v trojuholniku ABO.
Oznacme navyse T pétu kolmice z bodu D na AB, ¢o je zaroven bod dotyku kruznice

B

C
Obr. 4

vpisanej trojuholniku ABC' (obr.4), a kedze priamky BA a BC' su jej doty¢nice, je
|BT| = |BE|. Dlzku |BE| uréime z dvojakého vyjadrenia obsahu trojuholnika ABO:

2. Sapo = |AO| - |BE| = |AB| - |0B,

takze AB
1| = BE| = 2O )

Na vypocet polomeru ¢ nakoniec pouzijeme podobnost pravouhlych trojuholnikov
ABO a ATD a vyjadrenie (1):

o _ |DT| _ |AT| _ |[AB|-|BT| _ |BT| _

= = =1—
r  |OB| |AB| |AB| |AB|

-
d b
odkial

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dand je kruznica k(O,r) a bod A, pricom |AO| = d > r. Doty¢nice z bodu A sa
dotykaju kruznice k v bodoch B, C. Prechiadza kruznica opisana trojuholniku BC'O
bodom A? [Ano, je to Talesova kruznica nad tseckou AO.]

N2. Dand je kruznica k(O,r) a bod A, pricom |AO| = d > r. Doty¢nice z bodu A sa
dotykaja kruznice k v bodoch B, C. Trojuholniku ABC' je pripisana kruznica ku
strane BC. Lezi jej stred na kruznici k? [Ano, ozna¢me |£ BAC| = a a dopoéitajme
velkosti uhlov pri osiach vonkaj$ich uhlov trojuholnika ABC' pri vrcholoch B a C'.]

D1. Dany je trojuholnik ABC' so stredom I vpisanej kruznice. Priese¢nik osi strany BC
s oblikom jemu opisanej kruznice, ktory neobsahuje vrchol A, oznac¢me O. Dokéazte,
ze kruznica k(O, |OB|) prechddza bodom I. [Najskor zdovodnite, pre¢o bod O lezi na
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polpriamke AI (ktorad je osou uhla BAC) a potom vyjadrite pomocou velkosti uhlov
trojuholnika ABC velkost uhlov IBO a BOI.]

D2. V rovine st dané kruznice k a [, ktoré sa pretinaju v bodoch E a F. Dotycnica ku
kruznici [ zostrojend v bode E pretina kruznicu k v bode H (H # E). Na obluku EH
kruznice k, ktory neobsahuje bod F, zvolme bod C (E # C # H) a prieseénik
priamky CE s kruznicou [ oznaéme D (D # E). Dokazte, ze trojuholniky DEF a CHF
st podobné. [66-B—11-3]

6. Na kruhovom opevneni hradu je niekolko vezi. Do nich sa rozmiestni pdt ciernych
a pdt cervenych rytierov (v kaZdej veZi ich moZe byt viac a moZu mat rozne farby)
a zacni strdzit. Po uplynuti kazdej hodiny prejdi vsetci éierni rytieri do susednej veZe
v smere chodu hodinovych ruciciek a vsetci cerveni rytieri prejdi do susednej veZe
v opacnom smere. Dokazte nasledujice tvrdenie:
a) Ak je veZi osem, mozu sa rytieri na zaciatku rozmiestnit tak, Ze pocas kazdej
hodiny bude v kaZdej vezi aspon jeden rytier.
b) Ak je vezi sedem, niektori hodinu ostane aspon jedna veZa neobsadend, nech
uZ sa na zaciatku rytieri rozmiestnia akokolvek.
(Pavel Calabek)

Riesenie. V pripade 6smich vezi ich ocislujme v smere otdcania hodinovych ruciciek
¢islami 1,2, ...,8. Jedno z moznych rieseni prvej Casti tlohy je, Ze ¢ierni rytieri obsadia
na zaCiatku vSetky veZe s parnymi ¢islami (v jednej z nich buda dvaja rytieri a vo
zvy$nych troch bude po jednom rytierovi) a podobnym spésobom obsadia ¢erveni rytieri
veze s neparnymi c¢islami. Po kazdej hodine sa situacia zmeni len tak, ze rytieri z vezi
s parnymi ¢islami obsadia veze s neparnymi ¢islami a naopak. Vzdy teda zostant vsetky
veze strazené.

Pripad so siedmimi vezami je trochu naroc¢nejsi. Mame iba piit rytierov kazdej farby,
takze aspon dve veze nebudu obsadené Ciernymi a aspon dve veze nebudu obsadené
Cervenymi rytiermi. Z pohladu ¢iernych rytierov sa dve veze neobsadené cervenymi
rytiermi (nazvime ich biele) kazdi hodinu posunti o dve pozicie proti smeru otécania
hodinovych ruciciek. Cisla 7 a 2 st nestdelitené, takze z tohto pohladu sa kazd4 biela
veza vrati na svoju pociatocnti poziciu az po siedmich hodinach. Pocas piatich hodin
tak dve biele veze zaujmu aspon Sest roznych pozicii (kazda z nich zaujme pét réznych
pozicii, avsak zrejme nemdze ist o dve rovnaké pétice, to by sa veze dostali na povodni
poziciu Siestym posunom?), a teda sa v niektorej hodine aspoti jedna dostane do aspon
jedného z dvoch miest neobsadenych ¢iernymi rytiermi.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Na kruhovom opevneni hradu st $tyri veZze. Do nich sa rozmiestnia dvaja ¢ierni a dvaja
derveni rytieri a za¢nua strazit. Po uplynuti kazdej hodiny prejda vSetci ¢ierni rytieri
do susednej veze v smere chodu hodinovych ruciciek a vsetci Cerveni rytieri prejdu
do susednej veze v opacnom smere. Rozmiestnite rytierov tak, aby pocas kazdej hodiny
bola kazda veza strazena. [Staci rozmiestnif rytierov tak, aby v susednych veziach
neboli rytieri rovnakej farby.]

N2. Na kruhovom opevneni hradu st tri veze. Do nich sa rozmiestnia dvaja ¢ierni a dvaja
cerveni rytieri a zacnu strazit. Po uplynuti kazdej hodiny prejda vSetci ¢ierni rytieri
do susednej veze v smere chodu hodinovych ruciciek a vsetci Cerveni rytieri prejdu
do susednej veze v opac¢nom smere. Viete rozmiestnit rytierov tak, aby pocas kazdej

2 Priebeh posunov jednej veze mozno zndzornit aj sipkami medzi vrcholmi na¢rtnutého sedemuholnika;
tym sa stane oCividnym ako tvrdenie o periéde 7 hodin celého pohybu, tak tvrdenie o réznosti péatic
po sebe nasledujucich pozicii dvoch vezi s réznymi pociatoénymi poziciami.
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hodiny bola kazd4 veza strazend? [Nie. Na zaciatku strézenia vyberte jednu vezu X,
ktora nestrazia Cierni rytieri, a jednu vezu Y, ktora nestrazia cerveni rytieri. Podobne
mozno nestrazené veze v dalsich hodinadch urc¢if posunom Y a X v smere, resp.
v protismere chodu hodinovych ruédiciek. Raz za tri hodiny tak bude platit X = Y]

D1. )

b)

Marienka rozmiestni do vrcholov pravidelného osemuholnika rézne pocty od
jedného po osem cukrikov. Peter si potom moze vybrat, ktoré tri kopky cukrikov
da Marienke, ostatné si ponecha. Jedinou podmienkou je, ze tieto tri kopky lezia
vo vrcholoch rovnoramenného trojuholnika. Marienka chce rozmiestnit cukriky
tak, aby ich dostala ¢o najviac, nech uz Peter trojicu vrcholov vyberie akokolvek.
Kolko ich tak Marienka zarucene ziska?

Rovnak dlohu vyrieste aj pre pravidelny devituholnik, do ktorého vrcholov roz-
miestni Marienka 1 az 9 cukrikov. (Medzi rovnoramenné trojuholniky zaradujeme
aj trojuholniky rovnostranné.)

[66—C—-1-6]

D2. Kazdému vrcholu pravidelného 66-uholnika priradime jedno z c¢isel 1 alebo —1. Ku
kazdej tsecke spajajucej dva jeho vrcholy (strane ¢&i uhlopriecke) potom pripiSeme
sucin Cisel v jej krajnych bodoch a vsetky cisla pri jednotlivych tseckach scitame.
Uréte najmensiu moZna a najmensiu nezaporni hodnotu takéhoto stctu. [66-B—I-1]
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