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1. Cislo a,, vznikne tak, Ze za seba zapiseme prvych n druhych mocnin po sebe idicich
prirodzenych cisel. Napriklad a1 = 149162536496 481100 121. Zistite, kolko cisel
delitelnyjch dvandstimi je medzi ¢islami ay,as, ... ,a100000- (P. Cernek)

Riesenie. Ako vieme, kazdé prirodzené ¢islo k& dava po deleni tromi rovnaky zvysSok
ako ¢islo S(k) rovné stctu ¢islic povodného éisla k. Cislo a,, preto dava po deleni tromi
rovnaky zvySok ako stdet S(12)+5(22)+---+.5(n?), teda aj ako stcet 12422+ - - 4n?.
Dvoma spdsobmi ukézeme, Ze ostatny sucet je delitelny tromi prave vtedy, ked ¢islo n
je tvaru 9k — 5, 9k — 1 alebo 9k, pricom k je prirodzené cislo.

Pri prvom sposobe vyuzijeme znamy vztah
n(n+1)(2n +1)

124224 P = o : (1)

z ktorého vyplyva, ze skiimany sucet je delitelny tromi prave vtedy, ked je saéin n(n +
+1)(2n+1) delitelny deviatimi. Pretoze ¢isla n, n+1 a 2n+1 st navzajom nesudelitelné,
hladdame prave tie n, pre ktoré je delitelné deviatimi jedno z ¢isel n, n+ 1 alebo 2n +1,
a to su postupne c¢isla tvaru 9k, 9k — 1, 9k — 5.

Druhgj sposob je zalozeny na pozorovani, ze zvysky éisel 12,22 32 42 52 62,... po
deleni tromi st 1,1,0,1,1,0,..., opakuji sa teda s periédou dizky 3. Skutocne, ¢isla
(k + 3)? a k? davaja rovnaky zvySok po deleni tromi, lebo ich rozdiel je &slo 3(2k +
+ 3), ¢o je nasobok troch. Séitanim uvedenych zvyskov dostaneme postupne zvysky
prvych deviatich suctov (1): 1, 2, 2,0, 1, 1, 2, 0, 0. Zvysky dalsich sactov (1) sa zacni
periodicky opakovat. (Vyplyva to z toho, ze predchadzajuci sucet deviatich ¢isel dava
nulovy zvysSok a stcasne je pocet sc¢itancov nasobkom periédy 3 séitanych zvyskov.)

Vieme uz, ktoré ¢isla a, s delitelné tromi. Zaoberajme sa teraz jednoduchsou
otazkou, ktoré a, su delitelné Styrmi. UkaZeme, ze su to vSetky a, s parnym n > 2
(a ziadne iné). Cislo a,, s neparnym n je totiz neparne, ¢islo ay sa rovna 14 a ¢islo a,,
s parnym n > 2 konéi rovnakym dvojcislim ako ¢islo n?, takze je také a,, (rovnako ako
spomenuté dvojcislie) delitelné Styrmi.

Ked spojime vysledky o delitelnosti tromi a $tyrmi, zistime, Ze ¢éislo a,, je delitelné
dvanéstimi prave vtedy, ked ¢islo n je tvaru 18k — 14, 18k — 10 alebo 18k, pri¢om k
je Tubovolné prirodzené ¢islo. Pretoze 100000 = 5556 x 18 — 8, je medzi prirodzenymi
¢islami od 1 do 100 000 prave 5 556 ¢isel tvaru 18k —14, 5 556 cisel tvaru 18k —10 a 5555
¢isel tvaru 18k. Spolu je to 16 667 Cisel.

2. Ndjdite vsetky kvadratické trojcleny ax? + bx + c také, Ze ak lubovolny z koeficientov
a, b, ¢ zvicésime o 1, dostaneme novy kvadraticky trojclen, ktory bude mat dvojndsobny
koreni. (E. Kovac)

Riesenie. Pre koeficient a musi platit a # 0 a a # —1, aby vSetky uvazované trojéleny
boli naozaj kvadratické trojcleny. Ako vieme, kvadraticky trojélen mé dvojnasobny
koren prave vtedy, ked je jeho diskriminant nulovy. Zostavme preto diskriminanty
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vsetkych troch trojclenov so zviacsenymi koeficientmi:

(a+1)2? +bc+c mé diskriminant D; = b* — 4(a + 1)c,
az® + (b+ 1)z + ¢ ma diskriminant Dy = (b4 1)? — 4ac,
ax® +bx + (c+1) méa diskriminant Ds = b* — 4a(c + 1).

Hladédme teda realne ¢isla a, b, ¢, pre ktoré plati a # 0, a # —1 a D1 = Dy = D3 = 0.

Z rovnosti D; = D3 vyplyva c = a, takze Dy = (b+1)?—4a? = (b+1—2a)(b+1+2a).
Rovnost Dy = 0 potom znamend, Ze plati b = +2a — 1, a preto Dy = (+£2a — 1)? —
—4(a+1)a=4a> F4a+1—4a® — 4a = 1 F4a — 4a, teda D; = —8a + 1 alebo D; = 1.
Preto z rovnosti D1 = 0 vyplyjvaa =1/8, b =2a— 1= —-3/4 ac=a = 1/8. (Skaska
je jednoduché, nie je vSak nutné, pretoze nasim postupom méame zarucené rovnosti
D1:D3,D2:03D1:0.)

Odpoved. Ulohe vyhovuje jediny trojélen 22/8 — 3z/4 + 1/8.

3. Pre dané€ prirodzené cislo n vyrieste v obore kladnych redlnych cisel rovnicu

La:\/nQ - 1J =nr — 1.

(Symbol |r| oznacuje najvicsie celé éislo, ktoré nie je vicsie ako r.) (J. Simsa)

RieSenie. Kladné ¢islo x je rieSenim rovnice s danym n prave vtedy, ked je ¢islo nx
prirodzené a platia nerovnosti

nr—1=<zvn2—-1<nx.

Prava nerovnost plati pre kazdé x > 0, lebo zrejme plati vVn?2 —1 < vVn?2 = n.
Zostéava teda vyriesit favia nerovnicu (vzhladom na nezndmu x). Po jednoduchej tprave

dostévame
z(n—+vn?-1) <1,

1
n—vn?—1

Vyuzili sme to, ze vyraz n — vn? — 1 je kladny a v stcine so zdruzenym vyrazom
n + v/n? — 1 dava ¢islo 1. Po vynasobeni oboch stran odvodenej nerovnosti ¢islom n
dostaneme pre prirodzené ¢islo k = nx ekvivalentnii podmienku

k<n?+4+nvn?—1,

ktora je splnenéd prave pre k € {1,2,...,2n? — 1}, lebo pre druhy s¢itanec z pravej
strany ostatnej nerovnosti zrejme platia celociselné odhady

n?2—1<nyn2—1<n?

(znovu vyuzivame iba nerovnost vn? — 1 < n). VSetky rieSenia danej rovnice majua tvar
x = k/n a tvoria tak mnozinu zlomkov

1 2 2n? — 1
O IEEE - .

A

T =n++vn?—1.



4. Dany je ostrouhly trojuholnik V BA. Zostrojte dotycnicovy stvoruholnik ABCD
s minimdlnym obsahom tak, aby jeho vrcholy C, D lezali postupne na polpriamkach
opacnyjch k polpriamkam BV a AV. (P. Leischner)

RieSenie. Kruznica vpisand do hladaného $tvoruholnika je kruznicou k pripisanou
strane AB trojuholnika BAV. Oznac¢me T ten z dvoch priesecnikov osi uhla AVB
s kruznicou k, ktory je dalej od vrcholu V (obr.1). Hladané body C' a D najdeme
ako priese¢niky dotycnice t v bode T ku kruznici k postupne s priamkami VB a VA.
Dokazme, ze takto zostrojeny stvoruholnik méa zo vSetkych stvoruholnikov vyhovujtcich
podmienkam tlohy najmensi obsah.

Obr. 1

Oznac¢me C’, D’ vrcholy iného doty¢nicového $tvoruholnika s vpisanou kruznicou k
(priamka C'D’ je doty¢nicou kruznice k). Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpo-
kladat, ze prieseénik M doty¢nic t a C'D’ lezi vnutri tsecky T'C. To znamend, Ze
plati |[MD| > |MC| (obr.1). Ozna¢me C” a D" zodpovedajuce péity kolmic spustenych
z bodov C’ a D’ na priamku ¢. Bod C” lezi vnutri usecky M C a D" na polpriamke M D
mimo tsec¢ky M D, takze |[MC"| < |MC| < |MD| < |MD"| azpodobnosti pravouhlych
trojuholnikov M C'C"” a M D'D" vyplyva |C'C"| < |D’'D"|. Trojuholnik DM D’ ma

.....

ako obsah sStvoruholnika ABCD.

Iné rieSenie. Rovnako ako v prvom rieSeni ozna¢me C, D priese¢niky dotycnice ¢
pripisanej kruznice k s ramenami VB, VA. Ak C’, D’ st vrcholy iného doty¢nicového

stvoruholnika s vpisanou kruznicou k, pre obsahy dotyc¢nicovych stvoruholnikov ABC'D
a ABC'D’ plati

Sapcp = Svep — Svas,

Sapc'p = Sverp — Svas.

Stadi teda ukézat, ze pre Tubovolni taka doty¢nicu C’'D’, ktord nie je kolmé na os
uhla AV B, plati Syc/pr > Syep. To je vSak zrejmé z obr.2 (oba sivé trojuholniky

3



maju vdaka stredovej simernosti rovnaky obsah a pritom Sy c'pr > Sy, p, > Svebp)-

Obr. 2

Iné riesenie. Obsah doty¢nicového stvoruholnika ABC' D, ktorého vpisana kruz-
nica mé polomer 7, je S = r(|AB|+ |BC|+ |CD|+ |DA|)/2 = r(2|AB| 4+ 2|CD))/2 =
= r(|AB|+|CD|). Obsah dotyénicového stvoruholnika ABCD splitajiceho podmienky
tlohy bude teda najmensi prave vtedy, ked bude najkratsia usecka C'D.

Uvazujme kruznicu pripisani strane C’ D’ trojuholnika V'C’ D’ (obr. 3). Z vlastnosti

1 T2
C
T C__=
S1
Ty
U 1 D/ D\

D//
Obr. 3

doty¢nic postupne nahliadneme, ze |T1C| = |CD|/2, |TxC"| = |C"D"|/2 a tiez |C'D'| =
= |T1T3|. Ostatna rovnost vyplyva zo znamych vlastnosti vpisanej a pripisanej kruznice,
totiz ze ich body dotyku na spolo¢nii stranu st simerne zdruzené podla stredu strany.
Dokaz tohto tvrdenia vyzaduje trochu pocitania:

T To| = 110 + |C'Ty| = |TiC"| + |C' T3] = [T1T3] + 2|T3C7),
|U1Us| = |U1 D'| + |D'Us| = |T{D'| + |D'Ts| = |T{T5| + 2|T1 D).
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Zo sumernosti podla osi uhla AVB vyplyva |T1T3| = |U1Us|, takze |T5C’| = |T1D’|.
Teda |C'D'| = |T{Ty| + 2|T5C"| = |T1 T3.

Pretoze obe kruznice st oddelené spolo¢nou doty¢énicou C’D’, nemézu sa dotykat.
Takze |CD| < |C"D"|, ¢ize |CTy| < |C"Ty|. To znamena, Ze

|CD| =2|T7C| < |ThC| + |C"Ts| < T1 T3] = |C' D',

¢o sme chceli dokazaf.



