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1. Dokadzte, Ze pre kaZdé prirodzené cislo n, ktoré je vicsie ako 3 a nie je delitelné
tromi, plati: Sachovnicu n X n je mozné rozrezat na jeden $tvorec 1 x 1 a obdlzniky
3 x1. (J. Zhouf)

Riesenie. Ked budeme premyslat nad postupmi rezania Sachovnic velkych rozmerov,
urdite si uvedomime, Ze na obdlzniky 3 x 1 mozno rozrezat kazdy ,pas“ Sachovnice
tvoreny tromi susednymi riadkami alebo stipcami. Také pasy sa preto oplati od sachov-
nice opakovane odrezavat (pokial je to mozné), a tak zmensovat jej rozmery o nésobky
troch. Preto bude pre nasu tlohu o Sachovnici n X n vyhodné rozlisit, ¢i dané ¢islon > 3
dava po deleni tromi zvySok 1, alebo zvySok 2 (zvySok 0 je zadanim vyluceny). Kazdy
z tychto pripadov preskiimame osobitne.

Pripad n = 3k + 1. Najskor zo Sachovnice (3k + 1) x (3k + 1) odrezeme pés prvych
3k stlpcov, teda obdlznik (3k 4 1) x 3k, ktory potom rozrezeme (po trojiciach stipcov)
na k pasov (3k + 1) x 3 a kazdy z nich nakoniec rozrezeme na 3k + 1 obdlznikov 1 x 3.
Z povodnej Sachovnice nam tak zostane nerozrezany posledny stipec. Pretoze ma 3k +
+ 1 poli¢ok, Tahko ho rozrezeme na jeden §tvorec 1 x 1 a k obdlznikov 3 x 1. Na obr. 1
je zndzornené vysledné rozrezanie Sachovnice 7 X 7 (po€iatoéné odrezanie pasu 7 x 6
je vyznacené Sipkami, zvy$ny stipec je sivy). Na tom istom obrazku vidime aj spdsob
rozrezania pre n = 4.

Obr. 1

Pripad n = 3k + 2. Keby sme Sachovnicu (3k + 2) x (3k + 2) dosledne ,,orezavali“
postupom z tGvodu rieSenia, dostali by sme (po oddeleni dvoch pasov (3k + 2) x 3k
a 3k x 2) ako zvySok Sachovnicu 2 x 2, ktort v8ak nie je mozné rozrezat pozadovanym
sposobom (na diely 1 x 1 a 3 x 1). To je mozné urobit az s ,nasledujicou* sachovnicou
5 x 5, ako vidime na obr. 2.



Obr. 2 Obr. 3

.....

na $tvorec 5 x 5. Najskor oddelime pas (3k+42) x (3k—3) tvoreny prvymi (k—1) trojicami
stlpcov Sachovnice. Zo zvy$nej $achovnice (3k +2) x 5 potom oddelime pas (3k —3) x 5
tvoreny jej poslednymi (k — 1) trojicami riadkov, z povodnej Sachovnice tak zostane
Ziadany $tvorec 5 X 5 v pravom hornom rohu (sivy na obr. 3 pre Sachovnicu 8 x 8).

Dodajme, ze pri rieseni danej tlohy sme nebrali do avahy ofarbenie poli¢ok Sa-

chovnice. Farby poli¢ok sa pouzivaja v inych situacidch, hlavne vtedy, ked potrebujeme
dokézat, Zze rozrezanie Sachovnice na diely predpisaného tvaru nie je mozné.

2. Dany je obdliznik ABCD. Nech priamky p a q, ktoré prechddzaji vrcholom A,
pretinaji polkruznice zvonku pripisané strandm BC a CD v bodoch K a L (B # K #
# C # L # D) a taktiez strany BC' a CD v bodoch P a Q tak, Ze trojuholnik ABP mad
taky isty obsah ako trojuholnik KCP a sucasne trojuholnik AQD ma taky isty obsah
ako trojuholnik CLQ. Dokdzte, Ze body K, L, C leZia na jednej priamke. (J. Svréek)

Riesenie. Trojuholniky ABP a KCP maju podla zadania rovnaké obsahy. Ked ku
kazdému z nich pripojime trojuholnik AC'P (obr.4), nahliadneme, Ze rovnaké obsahy
maju aj trojuholniky ABC' a AKC. Pretoze oba tieto trojuholniky maji spolo¢ni
stranu AC, obe k nej prislichajuce vysky musia byt zhodné. Body B a K teda maju
rovnaku vzdialenost od priamky AC (a lezia v rovnakej polrovine touto priamkou
ur¢enou). To znamena, ze BK || AC. Podla Télesovej vety vSak plati BK 1 CK,
takze plati aj AC' 1. CK.




Podobne z rovnosti obsahov trojuholnikov AQD, CL(Q a kolmosti priamok C'L
a DL odvodime, ze AC 1 CL. Spolu to znamena, ze uhol KCL je zlozeny z dvoch
pravych uhlov ACK a ACL. Body K a L teda lezia na priamke, ktord prechadza
bodom C' kolmo na uhlopriecku AC'.

3. Ziak mal vypocitat priklad X - Y : Z, kde X je dvojciferné ¢islo, Y trojciferné cislo
a Z trojciferné cislo s éislicou 2 na mieste jednotiek. Visledkom prikladu malo byt
prirodzené ¢islo. Ziak ale prehliadol bodku a sucin X -Y chdpal ako pditciferné cislo.
Dostal tak sedemkrdt vicsi vysledok ako mal vyjst. Aky priklad mal Ziak pocitat?

(P. Cernek)

Riesenie.
Pretoze Y je trojciferné ¢islo, pétciferné ¢islo so zapisom XY je ¢islo 1000X + Y.
Ziak teda pocital priklad (1000X +Y) : Z a podla zadania mu v porovnani s pévodnym

.....

1000X +Y - XY
Z B zZ
Odtial po nasobeni ¢éislom Z dostaneme rovnicu 1000X + Y = 7XY, ktort vyrieSime

vzhladom na neznédmu Y:
. _ 1000X

X -1

Pre ktoré X je ostatny zlomok celociselny? Inak povedané, kedy je ¢islo 1 000X delitelné
¢islom 7X — 1?7 Pretoze ¢isla X a 7X — 1 s nesudelitelné (nestdelitelné st totiz dve po
sebe idtce ¢isla 7X —1 a 7X), hladdme tie X, pre ktoré ¢islo 7X —1 deli ¢islo 1 000. Aby
sme nemuseli vypisovat vSetky delitele ¢isla 1000, uvedomime si, ze X je dvojciferné,
teda 69 < 7X — 1 < 692. Rozlozme preto ¢islo 1 000 vSetkymi sposobmi na sicéin dvoch
¢initelov tak, aby jeden (povedzme prvy) z ¢initelov bol z intervalu (69, 692):

1000=500-2=250-4=200-5=125-8 =100 - 10.
7 rovnic
77X —-1=500, 7X —1=250, 7X —1=200, 7X —1=125, 7X —1 =100

ma jedine rovnica 7X — 1 = 125 celociselné rieSenie X = 18, pre ktoré vychadza ¥V =
=1000X/(7X —1)=1000-18/125 = 144.

Teraz uréime nezname ¢islo Z. Vyuzijeme na to podmienku zo zadania, ze hodnota
vyrazu X - Y : Z je prirodzené ¢islo. Pretoze X = 18 a Y = 144, jednéa sa o ¢islo 18 -
144 : Z, teda ¢islo 2° - 3% : Z. Také &islo je celé prave vtedy, ked mé ¢islo Z rozklad
na prvocinitele tvaru 293 kde 0 < a < 5 a 0 £ b < 4. Exponenty a, b nijdeme
podla podmienky zo zadania, ze &islo Z = 23 je trojciferné a na mieste jednotiek mé
Cislicu 2. Pretoze 3% =81 a 2° -3 = 96, musi by @ > 1 a b > 2. Vetky ¢isla 2¢3°, kde
a€{1,2,3,4,5} abe {2,3,4} teraz vypiSeme do tabulky.

a1 2 3 4 )
2] 18 36 72 144 288
3| 54 108 216 432 864
41162 324 648 1296 2592

b




Z vypocéitanych ¢isel majt pozadovani vlastnost iba ¢isla Z = 432 = 2433 a Z = 162 =
= 2134,

Odpoved. Uloha ma dve rieSenia. Ziak mal pocitat bud priklad 18- 144 : 432, alebo
priklad 18 - 144 : 162.

Iné riesenie. Tak, ako v prvom rieseni, odvodime vyjadrenie

~1000X
CTX -1

Teraz vsSak ziskany zlomok upravime c¢iastoénym vydelenim ¢isla 1000 ¢islom 7. Na
zaklade rovnosti 1000 = 7 - 143 — 1 dostavame

_1000X  143(7X — 1)+ 143 — X _143+143—X
CTX -1 TX —1 o TX —1°

Aby bolo Y celé, musi byt ostatny zlomok (143 — X)/(7X — 1) celociselny. Pretoze
¢islo X je dvojciferné, nas zlomok spliia odhady

143 — 99 < 143 - X < 143 — 10
7-99 -1 7TX -1 7-10—-1"

Lavy zlomok je rovny 44/692, pravy je rovny 133/69, takze jedind mozna celociselna
hodnota prostredného zlomku je rovna 1. Musi teda platit Y = 144. Rovnica

143—)(_1
X -1

ma potom jediné rieSenie X = 18. Dalej uz postupujeme ako v prvom rieseni.

Iné riesenie. Skor ziskani rovnicu 1 000X +Y = 7XY upravime na suc¢inovy tvar
Y =X - (7Y —1000). Musi preto platit 7Y — 1000 > 0, odkial

Y > g > 142, ¢ize Y = 143.

Cislo X je dvojciferné, preto z rovnosti Y = X - (7Y — 1000) vychadza odhad

Y 210 (7Y —1000), ¢&ize Y < 106(;00 < 145.

Spolu dostavame, ze ¢islo Y je rovné jednému z cisel 143 alebo 144. Rovnica 143 =
= X - (7-143 — 1000) ma riesenie X = 143, ¢o vsSak nie je dvojciferné ¢islo. Rovnica
144 = X - (7- 144 — 1000) m4 rieSenie X = 18. Tak sme znovu ukazali, ze X = 18
a'Y = 144. Cislo Z uréime ako v prvom rieSeni.



4. Nech P je lubovolny vnitorny bod rovnostranného trojuholnika ABC. UvaZujme
obrazy K, L a M bodu P v osovych sumernostiach s osami AB, BC' a CA. Urcte
mnozinu vsetkych bodov P takijch, Ze trojuholnik K LM je rovnoramenny. (J. Zhouf)

Riesenie. Ozna¢me o = |{BAP|, 0° < a < 60° (obr.5). Pretoze uhly BAP a BAK st

C

Obr. 5

stmerne zdruzené podla osi AB, plati tiez |{ BAK| = «. Pretoze |[{CAP| = |{CAB|—
—|£BAP| = 60° — «, zo stmernosti podla osi C A vyplyva rovnost |{CAM| = 60° — a.
Pre velkost uhla K AM teda plati

|KKAM| = |{BAK| + |£BAC| + |{CAM| = a + 60° + (60° — a) = 120°.

Zo stmernosti podla osi AB a C'A vyplyvaju tiez rovnosti |[AK| = |AP| = |AM|. Preto
je trojuholnik K AM rovnoramenny a jeho uhol pri hlavnom vrchole A mé velkost 120°.
Podobne sa zdovodni, ze aj trojuholniky LBK a M CL st rovnoramenné a ich vntutorné
uhly pri hlavnych vrcholoch B a C' maju velkost 120°.

Pri posudzovani podmienky, ¢i trojuholnik K LM je rovnoramenny, musime rozlisit,
ktoré z jeho stran KL, LM, MK su zhodné. Vzhladom na symetriu rozoberieme
podrobne iba pripad, ked |KL| = |M K|. Z podobnych rovnoramennych trojuholnikov
KAM a LBK vyplyva, ze ich zdkladne MK a KL su zhodné prave vtedy, ked st
zhodné ich ramend AK a BK. Zapisme to pomocou dlzok tseciek: rovnost |KL| =
= |M K| plati prave vtedy, ked plati rovnost |AK| = |BK]|, ¢ize rovnost |AP| = |BP|.
Ostatna rovnost vSak nastane prave vtedy, ked bod P lezi na osi strany AB. Podobne
sa zistia podmienky ekvivalentné rovnostiam |M K| = |LM| a |KL| = |LM|.

Odpoved. Trojuholnik K LM je rovnoramenny prave vtedy, ked bod P lezi na aspori
jednej z osi stran daného rovnostranného trojuholnika ABC. Hladan& mnoZina je preto
zjednotenim troch tseciek — vySok trojuholnika ABC' (bez ich krajnych bodov).

5. Prirodzené c¢islo nazveme magickym prdve vtedy, ked sa dd rozloZit na sucet dvoch
troymiestnych cisel zapisanych rovnakymi cislicami, ale v opacnom poradi. Napriklad
cislo 1413 je magicke, lebo 1413 = 756 + 657; najmensie magické cislo je 202.
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a) Urcte pocet vsetkych magickich cisel.
b) Ukazte, Ze sucet vsetkych magickich cisel je 187 000. (J. Simsa)

RieSenie. Na priklade ¢isla 1413 vidime, Ze niekedy nie je Tahké spoznat, ¢i dané
trojmiestne alebo Stvormiestne cislo je magické. Pozrime sa preto najskor, ako sa
magické ¢islo x vyjadri pomocou c¢islic tych trojmiestnych ¢isel abc a cba, ktorych je
suctom:

x = abc + cba = (100a + 10b + ¢) + (100c + 10b + a) = 101(a + c) + 20b.

Vidime, ze cislo z je urcené cislicami a, b, ¢ tak, Ze zavisi len na b a na sucte a +
+ ¢. Znamend to, ze rozne trojice ¢islic a, b, ¢ moézu uréovat to isté magické ¢islo x
(nemyslime tym iba trojice liSiace sa vzdjomnou vymenou ¢islic a a ¢). Ak napr. a +
+c=14 ab=29, ndjdeme tri rézne vyjadrenia magického ¢isla 1594:

1594 = 599 + 995 = 698 + 896 = 797 + 797.

Existuju este iné ,magické“ vyjadrenia ¢isla 1 5947 Vsetko zavisi od toho, ¢i st rovnicou
1594 = 1015+20b hodnoty stctu ¢islic s = a+c a ¢islice b jednoznacne urcené. Z rovnice
ihned vidime, Ze ¢islo s konéi ¢islicou 4, takze s = 4 alebo s = 14 (iné hodnoty suctu
s = a + c¢ nie su ¢islicami a, ¢ dosiahnutelné). Kym hodnote s = 14 zodpoveda (ako
dobre vieme) hodnota b = 9, pre s = 4 dostaneme rovnicu 1594 = 404 + 20b, ktora
nema celociselné riesenie.

Pouceni uvedenym prikladom sa poktsime stanovit pocet magickych ¢isel ako pocet
Cisel tvaru = = 101s + 20b, kde ¢islo s (rovné suctu éislic a a ¢, ktoré st nenulové)
prebieha mnozinu {2,3,4,...,18}, zatial ¢o ¢islica b prebieha (nezavisle od suctu s)
mnozinu {0,1,2,...,9}. Pretoze ¢islo s nadobtida celkom 17 réznych hodnét a éislo b
celkom 10 roznych hodnét, je pocet vSetkych dvojic (s,b), ktoré moézeme do vztahu
x = 101s + 20b dosadit, rovny ¢islu 17 - 10 = 170. Ak teraz ukdZzeme, Ze po dosadeni
TubovoInych dvoch réznych dvojic (s1,b1) a (s2,b2) dostaneme dve rézne magické ¢isla

r1 = 10181 + 20b1 a T = 10182 + 2052,

bude to znamenat, Ze pocet vSetkych hodnot = (teda pocet vSetkych magickych ¢isel)
je tiez rovny ¢islu 170.

Pripustme, Ze pre niektoré dvojice (s1,b1) a (s2,b2) plati £1 = z2. Rovnost 101s; +
+20b; = 10159 +20b2 upravime na tvar 101(s; — s3) = 20(by — b1), z ktorého vzhladom
na nesudelitelnost ¢isel 20 a 101 vyplyva, Ze ¢islo by — by je nasobkom ¢isla 101. Musi
sa pritom jednaf o nulovy nasobok, lebo [b2 — b1| = 9 (b1 a be su dislice). Plati teda
by — by = 0, takze tiez s; — s2 = 0, ¢o spolu znamend, ze dvojice (s1,b1) a (s2,b2) st
rovnaké. Len v tomto pripade je teda rovnost 27 = o mozna.

Sucet vSetkych magickych ¢isel (teda ¢isel tvaru = 101s 4 20b) vyhodne uréime,
ked &isla najskor usporiadame do obdlznikovej schémy (podla rovnakych hodnét s do
riadkov a podla rovnakych hodnét b do stipcov)

101-2420-0 101-2+20-1 101-2+20-2 ... 101-2+20-9
101-3+20-0 101-3+20-1 101-3+20-2 ... 101-3+20-9
101-44+20-0 101-4+20-1 101-4+20-2 ... 101-4+20-9
101-17+20-0 101-17+20-1 101-17420-2 ... 101-17420-9
101-18+20-0 101-18+20-1 101-18420-2 ... 101-18+420-9
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a potom ¢isla s¢itame bud po stipcoch, alebo po riadkoch. Rozhodnime sa pre s¢itanie
po stlpcoch, pri¢om budeme brat do uvahy, o kolko sa ¢isla uvazovaného stipca lisia od
prislusnych ¢isel prvého stipca. Sucet ésel v prvom stipci je

101-(2+3 4 --- + 18) = 101 - 170,
v druhom stlpci je stcet 101 -170 +17-20- 1, v trefom 101 - 170 + 17 - 20 - 2, atd., az
v poslednom (desiatom) stipci je sticet ¢isel rovny 101 - 170 4 17 - 20 - 9. Sticet vietkych

magickych ¢isel je teda rovny

10-101-170 +17-20- (1 + 2+ --- +9) = 187000.

6. Zo vsetkych Stvoruholnikov, ktoré sa daji vpisat do danej kruznice s polomerom r
a ktoré maji dve strany danej dizky m, urcte tie, ktoré maji najvicsi obsah.
(P. Leischner)

Riesenie.

V celom rieseni budeme predpokladaf, ze dané dizky m a r spliiaju nerovnost
m < 2r, inak ziadny $tvoruholnik pozadovanych vlastnosti neexistuje. Strany dizky m
kazdého takého stvoruholnika st totiz tetivami kruznice s polomerom 7 a najviac jedna
z nich moze byt jej priemerom.

Sktmané Stvoruholniky rozdelime do dvoch skupin podla toho, ¢ st ich strany
danej dizky m susedné, alebo protilahlé.

Lubovolny stvoruholnik z prvej skupiny oznac¢ime ABCD tak, aby platilo |AB| =
= |BC| = m. Uhlopriecka rozdeli tento tetivovy stvoruholnik na dva trojuholniky ABC
a ACD (obr.6), pritom je jasné, Ze prvy z nich, trojuholnik ABC, je polomerom r

D t
D’ k
Vp/
UD vpr < VUp
AR D C
|
m | m
|
B
Obr.6

opisanej kruznice k a dlzkou m dvoch jeho stran uréeny (az na zhodnost) jednoznacne,
takZe ma pevne urceny obsah. Preto bude obsah takého Stvoruholnika ABCD maxi-
malny prave vtedy, ked bude maximéalny obsah trojuholnika AC'D. Tento trojuholnik
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mé uréent dizku strany AC, takze jeho obsah bude maximalny prave vtedy, ked bude
maximalna jeho vyska vp z vrcholu D. Pri pevnej polohe trojuholnika ABC' bod D
prebieha ten obluk AC kruznice k, ktory neobsahuje bod B, takze vyska vp je zrejme
najvicsia prave vtedy, ked bod D je stredom tohto oblika, lezi teda (rovnako ako bod B)
na osi usecky AC. (Tvrdenie zdévodnime pomocou doty¢nice ¢ ku kruznici k, ktora
prechddza najdenym bodom D rovnobezne s priamkou AC, obr.6). Tak prichddzame
k zéveru, Ze v prvej skupine ma maximélny obsah ten Stvoruholnik, ktory je deltoid (ak
m # rv/2), respektive stvorec (ak m = rv/2).

Prejdime teraz k stvoruholnikom druhej skupiny. Lubovolny z nich ozna¢me ABC D
tak, aby platilo |AB| = |CD| = m (obr.7).

Obr. 7

Obréazok ukazuje, ako k takému $tvoruholniku ABCD zostrojit pomocny Stvoru-
holnik ABC' D, ktory mé rovnaky obsah ako ABCD, je vpisany do tej istej kruznice k
a ma susedné strany AB a BC' danej dlzky m. Konstrukciu teraz popiseme a spomenuté
vlastnosti Stvoruholnika ABC’D podrobne zdévodnime. Bod C’ zostrojime ako obraz
bodu C' v stmernosti podla osi o tisecky BD. Pretoze kruznica k je simerna podla osi
kazdej svojej tetivy, plati C’ € k. Trojuholniky BC'D a DC’B su stmerne zdruZzené
podla osi o, takZe maju rovnaky obsah, preto rovnaky obsah maju aj Stvoruholniky
ABCD a ABC'D. Zo spomenutej simernosti rovnako vyplyvaji rovnosti |CD| = |BC’|
a |BC| = |DC"|, takze stvoruholniky ABCD a ABC'D sa lisia iba ,,vymenenim*“ dvoch
susednych stran. Tym st potrebné vlastnosti Stvoruholnika ABC’'D zddvodnené. Ako
uz vieme z predchédzajiceho odstavca, stvoruholnik ABC’D ma najviési mozny obsah
prave vtedy, ked plati rovnost |C’'D| = |AD|, ktort moézeme prepisat ako rovnost |BC| =
= |AD|. T4 nastane préave vtedy, ked je $tvoruholnik ABCD rovnobeznik (lebo od
zaCiatku predpokladame, ze |AB| = |CD|). Kazdy rovnobeznik vpisany do kruznice
je ale pravouholnik (stucet protilahlych vnatornych uhlov tetivového Stvoruholnika je
180°, také uhly st ale v pripade rovnobeznika zhodné, a teda pravé). Zhriime vysledok
tohto odstavca. V druhej skupine stvoruholnikov mé maximéalny obsah ten stvoruholnik,
ktory je obdiznik (ak m # rv/2), respektive stvorec (ak m = rv/2.)

Zaver. Hladané stvoruholniky s maximalnym obsahom tvoria v pripade m < 2r,
m # rv/2, dve skupiny: skupinu zhodnych deltoidov a skupinu zhodngch obdlznikov.
V pripade m = r/2 sti vietky hladané stvoruholniky zhodné $tvorce (obr. 8). (V pripade
m 2 2r je mnozina uvazovanych stvoruholnikov prazdna).



Obr. 8




