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1. V rovine je dany obdlznik ABCD, kde |AB| = a < b = |BC|. Na jeho strane BC
ezistuje bod K a na strane CD bod L tak, Ze dany obdlznik je tiseckami AK, KL a LA

rozdeleny na Styri navzdajom podobné trojuholniky. Urcte hodnotu pomeru a : b.
(J. Svréek)

RieSenie. V pravouhlom trojuholniku ABK oznaéme o = |{BAK]|, § = |{AKB| =
= 90° —« (obr. 1). Rovnaké vnatorné uhly 90°, a, § majt aj trojuholniky AKL a ADL,
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Obr. 1

lebo st podla zadania s trojuholnikom ABK podobné. VSimnime si ich (ostré) uhly pri
spolo¢nom vrchole A. Pretoze |[{KAD| = 90° — a = (3, s oba uhly KAL a LAD
mensie ako (3, takze sa rovnaju uhlu «. Pravy uhol BAD je teda polpriamkami AK,
AL rozdeleny na tri zhodné uhly velkosti «, odkial o = 30° (a # = 60°). Z pravouhlych
trojuholnikov ADL a ABK potom vyplyva, ze |AK| = |AB|/ cos 30° = 2a/v/3 a |AL| =
= |AD|/cos30° = 2b/+/3. Odtial vzhladom na podmienku a < b vyplyva nerovnost
|AK| < |AL|, teda preponou v trojuholniku AKL je AL (dlhsia z oboch stran AK,
AL). Pre pomer dlzok odvesny AK a prepony AL potom plati cos30° = |AK]| : |AL| =
:a:b,takéea:b:\/g:Z.

Ulohu mozno riesif viacerymi obmenenymi postupmi, napriklad rozlisit dva pri-
pady, ked trojuholnik K AL mé pravy uhol pri vrchole K respektive L, a v kazdom
z nich vyjadrit vnatorné uhly vSetkych Styroch podobnych trojuholnikov (v druhom
pripade vtedy ale vyjde a : b= 2:+/3 > 1, o odporuje zadaniu tlohy).

2. Najdite vsetky trojice prvocisiel p, q, r, pre ktoré plati
14 51 65

p q r
(P. Novotny)

RieSenie. Vsimnime si najskor, ze pre ¢itatele zlomkov z danej rovnice plati vzfah 14+
+ 51 = 65. Preto je rieSenim kazda trojica rovnakych prvocisiel p = ¢ = r a navyse pre
IubovoIné rieSenie plati: ak st niektoré dve z ¢isel p, ¢, r rovnaké, je rovnaké aj tretie
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¢islo. Budeme teda dalej predpokladat, Ze prvoéisla p, ¢, r spliiajice dant rovnicu si
navzajom rozne (a teda navzdjom nestudelitelné).
Po vynasobeni rovnice su¢inom pgr dostaneme

14qr + 51pr = 65pq,
odkial vzhladom na spomenutii nestudelitelnost vyplyva
pl14=2-7, ¢|51=3-17 a r|65=5-13.

To znamend, ze p € {2,7}, g € {3,17} ar € {5,13}. Teraz mozeme utvorit a do rovnice
dosadit vSetkych osem moznych trojic (p, q,r). Zistime tak, Ze vyhovuje jedine trojica
(7,17,13).

Overenie dosadzovanim mozeme skratit tak, Zze vylucime niektort z hodnét p = 2,
q = 3, resp. r = 5. Napriklad po dosadeni » = 5 dostaneme po vydeleni piatimi rovnicu
14q + 51p = 13pq, ktord nemd celociselné rieSenie p ani pre ¢ = 3 (14 + 17p = 13p),
ani pre ¢ = 17 (14 4+ 3p = 13p). Ind moznost: z rovnice 14qr + 51pr = 65pq vyplyva
2p(q—1) = 7(2qr + Tpr — 9pq), takze stcin p(q — r) je delitelny siedmimi. Pretoze vSak
q € {3,17} a r € {5,13}, nie je rozdiel ¢ — r delitelny siedmimi, preto je siedmimi
delitelné ¢islo p. Podobne mozno zdévodnit, preco 17 | ¢ a 13 | r.

Iné riesenie. Z danej rovnice vyjadrime r pomocou p a q:

65pq 5-13-p-q
r= = .
o1p + 14q o1lp + 14q

V ostatnom zlomku sme zvyraznili rozklad ¢itatela na (Styri) prvocinitele. Taky zlomok
bude rovny niektorému prvocislu r prave vtedy, ked jeho menovatel bude sti¢inom troch
prvocinitelov z Gitatela (iné kratenie zlomku nie je mozné). Hladdme teda situécie, ked
plati niektory z pripadov

olp+14g=5-13-p a r=q,

5lp+14¢=5-13-q a r=p,

Slp+14g =5-p-q a r=13,

Slp+14g=13-p-q a 7r=>5.
Jednoduchou tpravou rovnic zistime, Zze prvé dva pripady nastant iba v situécii, ked
p = q (vtedy tiez p = r). Posledné dva pripady vedu k vyjadreniam

_3-17-p 3-17-p

1= 5p 14 P 1T 13, 1w

z ktorych analogickou tivahou o krateni zlomkov (pripad p = ¢ uz mozeme vynechat)
s prihliadnutim k zrejmym nerovnostiam 5p — 14 < 17p a 13p — 14 < 17p dostaneme
rovnice

op —14 =3p, resp. 13p — 14 = 3p.
Prvé rovnica mé rieSenie p = 7 (ktorému zodpovedd ¢ = 17 a r = 13), druhé rovnica
celociselné riesenie nema.

Odpoved. Vsetky rieSenia (p,q,r) su trojice (p,p,p), kde p je lubovolné prvocislo
a trojica (7,17,13).



3. Do kruznice s polomerom r = 6 vpiste osemuholnik ABCDEFGH, ktorého strany
AB, CD, EF a GH maji postupne dizky 3, 4, 5 a 6 a strany BC, DE, FG a HA si
zhodné. (P. Novotny)

Riesenie. Rozbor. Okrem hladaného osemuholnika ABC DEFGH uvazujme eSte po-
mocny osemuholnik KLMNOPQR, ktory je tiez vpisany do kruznice s polomerom
r = 6 a ktorého strany spliajt podmienky |[KL| =3, |LM| =4, |[MN| =5, [NO| = 6,
|OP| = |PQ| = |QR| = |RK]| (obr.2). Oznac¢me S, resp. T' stred kruznice s vpisanym

Obr. 2

osemuholnikom ABCDEFGH, resp. KLM NOPQR. Podla vety sss platia zhodnosti
AABS =2 AKLT, ACDS=ZALMT, AEFS=ZAMNT, AGHSZ=ANOT,

a preto su zhodné stredové uhly ASB a KTL, CSD a LTM, ESF a MTN, GSH
a NTO. Dalej podla vety sss st zhodné trojuholniky BC'S, DES, FGS a HAS, rovnako
ako trojuholniky OPT, PQT, QRT a RKT. Zo zhodnosti ich uhlov pri hlavnom
vrchole S, resp. T preto vyplyva

1
[£BSC| = £(360° — |<ASB| — [£CSD| — |LESF| ~ |<GSH]) =

1
= £ (360° — [{KTL| — |£LTM| ~ |£MTN| ~ |<NTO|) =
= |£OTP|.

Vyuzili sme to, ze stredy S a T st vnitorné body oboch osemuholnikov (teda
stcet vSetkych dsmich stredovych uhlov je v oboch pripadoch 360°), lebo v opa¢nom
pripade by jeden z 6smich stredovych uhlov bol rovny stctu siedmich ostatnych; musel
by to byt uhol prislichajici tetive dizky 6, ten je vSak zrejme mensi ako stidet uhlov
prislichajicich tetivam dlzok 3, 4 a 5. Trojuholniky BC'S a OPT st preto zhodné podla
vety sus, takze stvorice zhodnych stran oboch osemuholnikov maji jednu spoloc¢nu
dlzku. Ak teda dokéZeme zostrojift pomocny osemuholnik K LM NOPQR, bude uz
konstrukcia osemuholnika ABCDFEFGH jednoduché.
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Konstrukcia. Na lubovolnej kruznici ¢(7'; 6) zostrojime v jednom smere body K, L,
M, N a O tak, aby |KL| =3, |LM| =4, | MN|=5a|NO| =6. Uhol KTO (ten, ktory
neobsahuje body L, M, N) potom rozdelime na Styri zhodné diely: najskor zostrojime
priesecnik () kruznice ¢ s osou uhla KT'O, potom priesecniky P, R kruznice ¢ s osami
uhlov OTQ resp. QT K. Potom pristupime ku kons$trukcii hladaného osemuholnika
ABCDEFGH: na kruznici k(5,6) zvolime bod A a na nej v jednom smere zostrojime
postupne body B, C, D, E, F, G, H tak, aby |AB| = 3, |BC| = |OP|, |CD| = 4,
|DE| = |OP|, |EF| =5, |FG| = |OP|, |GH| = 6.

Dokaz spravnosti. Zo zhodnosti siedmich dvojic

AABS =~ AKLT, ABCS=AOPT, ACDS=~ALMT, ADES = AQRT,
AEFS = AMNT, AFGS=AQRT, AGHS=ANOT

vyplyva zhodnost uhlov HSA a RTK, a teda aj zhodnost 6smej dvojice trojuholni-
kov HAS a RKT. Preto maja dlzky stran zostrojeného osemuholnika ABCDEFGH
(zhodné so stranami K LM NOPQR) vsetky potrebné vlastnosti.

Poznamka. O osemuholniku K LM NOPQR sme nemuseli v celom rieseni vobec
hovorit a mohli sme vahy robit nasledovne. Uhly zhodné so stredovymi uhlami ASB,
CSD, ESF, GSH dokézeme zostrojit. Pre spolo¢nt velkost w zhodnych stredovych
uhlov BSC, DSFE, FSG a HSA potom plati rovnica

4w + |LASB| + |£CSD| + |LESF| + |£GSH| = 360°, (1)

ktorti mozno lahko konstrukéne vyriesit. Osemuholnik K LM NOPQR je vSak pre tento
ucel idedlnou pomdckou.

4. Ziaci mali vypocitat priklad x + 1y - z pre trojciferné ¢islo x a dvojciferné cisla vy, z.
Martin vie ndsobit a sé¢itovat ¢isla zapisané v desiatkovej sustave, ale zabudol na pravidlo
prednosti ndsobenia pred sc¢itovanim. Preto mu vyslo sice zaujimavé cislo, ktoré sa cita
rovnako zlava doprava ako sprava dolava, ale spravny visledok bol o 2004 mensi. Urcte
¢isla x, y, z. (J. Simsa)

RieSenie. Martin vypo¢ital hodnotu (z + y)z namiesto x + yz, takze podla zadania
plati
(x4+y)z — (x+yz) =2004, ¢ize x-(z—1)=2004=12-167,

pricom 167 je prvoéislo. Cinitele x a z — 1 uréime, ked si uvedomime, Ze z je dvojciferné
Cislo, takze 9 < 2z — 1 < 98. Vidime, Ze nutne 2z — 1 = 12 a « = 167, odkial z = 13.
Martin teda vypodital ¢islo V' = (167 +y)-13. Cislo V je preto $tvorciferné, a pretoze sa
¢ita spredu rovnako ako zozadu, mé tvar abba = 1001a + 110b. Pretoze 1001 = 13 - 77,
musi platit rovnost (167 4+ y) - 13 = 13 - 77a + 110b, z ktorej vyplyva, Ze Cislica b je
delitelna trindstimi, takze b = 0. Po dosadeni dostaneme (po deleni trinastimi) rovnost
167 + y = 77a, ktora vzhladom na nerovnosti 10 < y < 99 znamend, Ze ¢islica a sa
rovna 3, takze y = 64.

V druhej Casti riesenia sme mohli postupovat aj nasledovne. Pre ¢islo V = (167 +
+ y) - 13 vychddzaju z nerovnosti 10 < y =< 99 odhady 2301 < V =< 3458. Zistime

preto, ktoré z ¢isel 2602, kde b € {3,4,5,6,7,8,9} a ¢isel 3bb3, kde b € {0,1,2,3,4},
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st delitelné trinastimi. Aj ked sa tychto dvanast ¢isel da rychlo otestovat, urobme to
vSeobecne ich ¢iastoénym vydelenim trindstimi:

2062 = 2002 + 110b = 13 - (154 + 8b) + 6b,
3063 = 3003 + 110b = 13 - (231 + 8b) + 6b.

Vidime, ze vyhovuje jedine ¢islo 30b3 pre b = 0. Vtedy 167 4+ y = 231, takze y = 64.
Odpoved. Ziaci mali pocitat priklad 167 + 64 - 13, teda x = 167, y = 64 a z = 13.



