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1. V obore realnych cisel rieste sustavu rovnic

2 —zy+y? =1,
22y + zy? = —2.

(J. Foldes)

RieSenie. Pretoze druhii rovnicu mézeme upravit na tvar zy(z + y) = —2, upravme
podobne aj prvi rovnicu: (z+y)? —3zy = 7. Pre &sla s = v +y, p = xy tak dostavame
ekvivalentnu sustavu

2
s*—=3p=1,
B (1)
Sp = _27
ktord po vyjadreni p = —2/s (zrejme nemoze byt s = 0) z druhej rovnice vedie na
kubickt rovnicu s — 7s + 6 = 0. T4 ma celo¢iselné korene s; = 1, s9 = 2 a s3 = —3.

Najdenym hodnotam s zodpovedaju tieto hodnoty sucinu p = xy: p1 = —2, po = —1,
p3 = 2/3. Cisla z, y tvoria dvojicu koreiiov kvadratickej rovnice t2 — st + p = 0, takze
sa jedna o jednu z rovnic

2
2 —t—2=0, t?—2t—1=0, t2+3t+§:0.

Ich rieSenim dostaneme (vSetkych) Sest rieseni danej ststavy

{z,y} ={-1,2}, {z,y}={1+V2,1-V2},
(o y}:{—9+\/ﬁ —9—@}

6 6

2. Vnatri stran BC', CA, AB daného trojuholnika ABC' zvolime postupne body D, E,
F tak, aby sa usecky AD, BE, CF pretali v jednom bode, ktory oznacime G. Ak je
mozné Stvoruholnikom AFGE, BDGF, CEGD wpisat kruznice, z ktorych kaZdé dve
maji vonkajsi dotyk, potom je trojuholnik ABC' rovnostranny. Dokazte. (M. Tancer)

RiesSenie. Predpokladajme, Ze spomenuté Stvoruholniky maji uvedent vlastnost. Zo
sumernosti doty¢nic z daného bodu k danej kruznici vyplyva, ze strany trojuhol-
nika ABC st rozdelené bodmi D, E, F' a bodmi dotyku kruznic vpisanych uvazovanym
stvoruholnikom na tseky dlzok, ktoré ozna¢ime podla obr. 1. St na fiom tiez vyznacené
body P, @, R vzdjomného dotyku spomenutych kruznic. Nasim ciefom je dokazat
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rovnostiz =y=zaa=b=c.

A a ZF 2 b B
Obr. 1

Pre tseky doty¢nic z bodu A ku kruzniciam pri strane BC' platia rovnosti a + 2z =
= |AP| = a + 2y, odkial ihned vyplyva y = z; z dovodov symetrie teda naozaj plati
x =y = z. (V8ade dalej budeme pisat  namiesto y a z.) VSimnime si teraz trojuholniky
AEG a AFG. Majt spoloénti stranu AG a zhodné strany AF a AE (dizky a+ z). Tiez
ich tretie strany EG a F'G st zhodné, lebo

|EG| = |EQ| + |QG| =z + |RG| = |FR| + |RG| = |FG|.

Trojuholniky AEG a AFG su teda zhodné podla vety sss, takze uhly BAD a CAD st
zhodné a polpriamka AD je osou uhla BAC. Ako vieme, os uhla trojuholnika pretina
protilahlt stranu v pomere dlzok prilahljch stran. V nasom pripade to znamena, Ze

a—|—2x+b_ b+ x

a+2x +c c+x

Jednoduchou tpravou dostaneme rovnost (b — ¢)(a + ) = 0, z ktorej vidime, ze b = c.
Z dovodov symetrie teda plati a = b = c a cely dokaz je hotovy.

Iné rieSenie. Oznacme Sy, So, S3 stredy vpisanych kruznic (obr. 1). Rovnako ako
v predchadzajicom rieSeni si najprv vSimneme, Ze plati x = y = z a ze trojuholniky
AEG a AFG sa zhodné. K tomu sme vyuzili rovnost |GQ| = |GR|, z ktorej vyplyva,
ze podla vety sss st zhodné aj trojuholniky S1QG a S1RG. KedZze R € 5155 a Q €
€ 5153, zo stmernosti podla osi AD teraz vyplyva, ze priamky AB a 515 zvieraju
rovnaky uhol ako priamky AC a 57953, a pretoze kolmé priemety tseciek S7.55 a 5153
na zodpovedajice priamky AB, resp. AC st zhodné (maju dizku 2z), plati |S1.S95| =
= |5153]. Analogicky |S152| = |S253], takZe trojuholnik S7.5253 je rovnostranny. Odtial
pre polomery ri, ro a rg vpisanych kruznic vyplyva r; 4+ ry = ro + r3 = r3 + r1, CizZe
r1 = ro = r3. Kruznice su teda zhodné, takze AB || S152, BC || S253 a CA || S35
a trojuholnik ABC' je rovnostranny.

Pozndmka. K dokonéeniu predchadzajtceho dékazu mozeme tivahu o dlzkach tse-
¢iek S;5; nahradit Gvahou o tzv. orientovanych uhloch medzi priamkami. Orientovany
uhol (p, q) priamok p, ¢ (v tomto poradi) je uhol, o ktory musime v kladnom smere otocit
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priamku ¢, aby bola rovnobezné s priamkou p. Pritom (p,q) = (g, p) préve vtedy, ked
(p,q) je ndsobok 90°. Zo sumernosti podla osi AD, BE a CF tak postupne dostavame
(5193, AC) = (AB,S51S52) = (5253, BC) = (AC,51S53). Pretoze obe zodpovedajice
kruznice so stredmi Sy, S3 maja spolo¢nii dotycnicu AC' a lezia v rovnakej polrovine
urcenej priamkou AC, znamena to, ze S1.53 a AC' st rovnobezné.

3. Postupnost (1,)%%, s prvgm clenom x1 = 1 splia pre kazdé n > 1 podmienku
Tp=dn—1Dx, 1+t (n—2)zp_o+...+ 225 +x;

s vhodnou wvolbou znamienok ,+%“ a ,—% Rozhodnite, ¢i je moiné, aby nerovnost
xn # 12 platila len pre konecne vela indexov n. (P. Cernek)

RieSenie. Pokial sa nam podari zostavit podla daného pravidla (k + 3)-¢lennt postup-
nost

1 =1, T2, X3, ..., Tp—1, Tk = Thy1 = Thy2 = Th43 = 12,

mozeme vSetky nasledujice ¢leny xy.14, Trpys5, Tkts, - .. definovat tak, aby sa tiez rovnali
¢islu 12. Skutocne, vzhladom na matematicki indukciu stac¢i ukazat, ako s vytycenym
cielom vybrat znamienka v rovnosti ur¢ujtcej ¢len xx4. Polozme

Thag = +12(k+3) —12(k +2) — 12(k + 1) + 12k +
+ (k — 1)Ik,1 + (]{J — Q)Ik,Q +...%+ 1,

pritom znamienka v druhom riadku vyberieme presne také, aké boli v sti¢te urcujicom
Clen xp = 12. Potom sa sucet v druhom riadku rovna 12, takze vychadza

Tpya = 12(k+3) — 12(k+2) — 12(k + 1) + 12k + 12 = 12.
Vhodny priklad pre £k = 8 je x1 = 22 = 23 = 1,

T, =3-2+1=2,

15 =4-2-3-2+1=4,

z6=5-4-4.-2-3-2—-1=6,

27 =6-6—-5-4—4-2+3—2+1=10,

25 =7-10-6-6—-5-4—4-2+3+2+1=12,
T9=8-12—-7-10—6-6+5-4+4-2-3-2—-1=12,
T10=9-12—8-12—-7-10+6-6+5-4+4-24+3+2+1=12,

211 =10-12+9-12-8-12—-7-10—-6-6—5-4+4-2—3+2—1=12.

Dokéazali sme, ze jedna z uvazovanych postupnosti mé iba prvych sedem c¢lenov réznych
od cisla 12.



4. V rovine je dany tupy uhol AKS. Zostrojte trojuholnik ABC' tak, aby jeho strana BC
lezala na priamke KS, aby bod S bol jej stredom a bod K jej priesecnikom s osou
protilahlého uhla BAC. (P. Leischner)

Riesenie. Rozbor. Predpokladajme, ze trojuholnik ABC' ma vsetky pozadované vlast-
nosti a ozna¢me D priesecnik kruznice k opisanej trojuholniku ABC' s polpriamkou
opacnou k ramenu K A daného uhla AK S (obr. 2). Polpriamka A D rozpoluje uhol BAC,
preto st uhly BAD a CAD zhodné, takze su zhodné aj tetivy BD a C'D kruznice k.
Bod S je preto stredom zékladne BC rovnoramenného trojuholnika BCD, takze
uhol BSD je pravy. To znamend, Ze bod D lezi na priamke p, ktora prechadza bodom S
kolmo na dané rameno K S. Stred O kruznice k lezi jednak na priamke p (osi tetivy BC),
jednak na priamke o, ktora je osou tetivy AD.

Obr. 2

Konstrukcia. Pre dany uhol AK S najprv prelozime bodom S priamku p kolmu na
rameno KS. Potom zostrojime priesecnik D priamky p s polpriamkou opac¢nou k ra-
menu K A. Dalej zostrojime os o tise¢ky AD a, jej prieseénik s priamkou p oznaéime O.
Kone¢ne zostrojime kruznicu k so stredom O a polomerom r = |OA| (= |OD]) a jej
priese¢niky s priamkou K S oznac¢ime B a C.

Dokaz spravnosti konstrukcie. Ukazeme, Ze zostrojeny trojuholnik ABC ma vsetky
pozadované vlastnosti. Z posledného kroku konstrukcie vyplyva, ze body B, C lezia na
priamke K S a Ze bod S je stredom tsecky BC. Pretoze na priamke p, osi usecky BC),
lezi aj bod D, plati |BD| = |CD|, a preto |{BAD| = |£CAD| (lebo vsetky body A,
B, C, D lezia na kruznici k.) Polpriamka AD je teda osou uhla BAC a bod K je jej
priesecnikom s tuseckou BC'.

Diskusia. Vysvetlime, prec¢o pre dany tupy uhol AK S je hladany trojuholnik ABC
jediny (ked neberieme do tvahy moznost zamenit oznacenie vrcholov B a C). Pretoze
je uhol AKS tupy, bod D z nasSej konstrukcie zrejme existuje a priamky p a o st
roznobezné, takze aj bod O je uréeny jednoznacne. Zostava zdovodnit, preco kruznica k
pretne priamku K .S v dvoch bodoch. Pretoze bod K je vnitornym bodom zakladne AD
rovnoramenného trojuholnika ADO, plati |OK| < |OA| = |OD| = r, teda bod K lezi
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vo vnutornej oblasti kruznice k£ a priamka K'S je nutne jej sec¢nicou.

5. Ukdzte, Ze v ciselnej sustave s lubovolnym zdkladom z = 3 existuji dvojmiestne ¢isla
A a B, ktoré sa lisia len poradim svojich éislic a maju tito vlastnost: Kvadratickd
rovnica 2 — Ax + B = 0 md v obore redlnych cisel dvojndsobnyj korern. Dokdzte tiez, Ze
pre dany zdklad z je takd dvojica A, B jedind. Napriklad v desiatkovej sustave (z = 10)
su to jedine cisla A =18 a B = 81. (J. Simsa)

Riesenie. Hladané dvojmiestne ¢isla A, B maji tvar A = az +b a B = bz + a, kde «a,
b st ich (nenulové!) ¢islice, takze a,b € {1,2,...,z — 1}. Kvadratickd rovnica z textu
tlohy ma dvojnasobny koreii zo prave vtedy, ked plati 2z = A a 22 = B. Z tychto
rovnosti vyplyva, Ze ¢islo zg je kladné a celé. Vzhladom na nerovnost 23 = B < 22 (B je
totiz dvojmiestne, zatial ¢o 22 je trojmiestne) naviac plati zg < z, odkial A = 2z < 2z,
takze ¢islo A ma ako prvu ¢islicu jednotku. Plati teda a = 1 a z rovnosti 209 = 2 4+ b
a x2 = bz + 1 vylt¢enim zy dostaneme pre ¢islicu b kvadratick rovnicu (b — 2)? = 4
s dvoma korerimi by = z — 2 a by = z + 2. Za ¢islicu b mozno vSak zobrat iba prvi
z nich, takze nutne b = z — 2.

Dokézali sme, ze ¢isla A, B musia byt tvaru A = 2+ (2 —2) = 22— 2 a B =
= (2—2)2+1 = (2 — 1)?; v ststave so zékladom z teda maju zapisy A = 1(z — 2)
a B = (z — 2)1. Urobme este sktigku. Kvadraticka rovnica 22 — (22 —2)x + (2 —1)2 = 0
m4 naozaj dvojnisobny koreni xy = z — 1, lebo jej lava strana je rovna (z — z + 1)2.

Poznamka. KIacova rovnost a = 1 mozno odvodit aj bez tivahy o dvojnédsobnom
koreni xo skiimanej rovnice, ked zapiSeme podmienku, Ze jej diskriminant A2 — 4B je
rovny nule:

0= A% —4B = (az +b)* — 4(bz + a) = b* + 22(a — 2)b + a(az® — 4).

Posledny vyraz moze mat nulovi hodnotu len vtedy, ked je ¢initel a — 2 zaporny, lebo
b>1,a2>21,22=23aaz>—42>3%—4=0>5.7 nerovnosti a — 2 < 0 uz viak vyplyva
a = 1. Pre také a dostdvame rovnicu 0 = b — 22b + (22 — 4) a zdver je rovnaky ako
v uvedenom rieseni.

6. Ak sucin kladnych cisel a, b, ¢ je rovny 1, potom plati

+-+-2a+b+ec

ol

SN

S

Dokazte. (P. Kanovsky)

RieSenie. K danym kladnym ¢islam a, b, ¢ spliiajicim podmienku abc = 1 zapiSeme
AG-nerovnost pre trojicu ¢isel a/b, a/b a b/c.

1/a a b a a b a? a®
el T B A I Y K.Y
3(b+b+c>: b ¢ \be \abe

Plati teda odhad



Z rovnakého doévodu platia aj odhady

2b

c
— a >

3¢ 3a 3a  3b —

S¢itanim tychto troch odhadov dostaneme dokazovani nerovnost.

Iné riesenie. Ak plati pre kladné ¢isla a, b, c rovnost abe = 1, potom max{a, b, c} =
= lamin{a,b,c} < 1. Pretoze dokazovana nerovnost sa nezmeni, ked nahradime trojicu
(a,b,c) trojicou (b, ¢, a) alebo trojicou (c,a,b), budeme predpokladat, ze ¢isla a a ¢ st
z trojice (a, b, c) najmensie a najvii¢sie (v nejakom poradi), takze plati

(a—1)(1-¢)20. (1)

Do dokazovanej nerovnosti dosadime ¢ = a~!b~! a urobime niekolko ekvivalentnych
aprav.

ab™ ' +ab*+a b Z2a+b+a 0t /-d?
a +a®b® +12 a3+ a®b? +a,
—a®? —a*b+a®>—a+120,
a*(b®* — b —b+ 1)+ (a® — a®)b?* — (a—1) 20,
a®(b—1)%(b+1)+ (a —1)(ab—1)(ab+1) = 0.

a>bh’

Posledna nerovnost plati, lebo (a — 1)(ab — 1) = (a — 1)(ab — abe) = ab(a — 1)(1 — ¢)
a taky stcin je podla (1) nezéporny.

Iné rieSenie. Pre lubovolné kladné ¢isla A, B, C st trojice (42, B%,C?) a (4, B, C)
tzv. sthlasne usporiadané, teda plati nerovnost

A* A+B*.B+C?*-C=2A*-B+B*>-C+C?- A (2)
Dokazme (2) bezprostredne. Upravou dostdvame nerovnost
(A-C*(A+0O)+(B-0)(B* - A%) 20
ktora zrejme plati, pokial B = max{A, B,C}, ¢o mozno vzdy dosiahnut cyklickou

permutaciou danej trojice ¢isel. Ked zvolime v dokézanej nerovnosti (2) hodnoty A =

= {/a/b, B= {/b/ca C = {/c/a, dostaneme nerovnost

e, fz RN T g/bz 1/
b a bc

z ktorej za predpokladu abc = 1 vyplyva dokazovana nerovnost.



