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1. Ak je S obsah trojuholnika so stranami a, b, ¢ a T je obsah trojuholnika so stranamsi
a+0b,b+c, c+a, potom plati T = 4S. Dokdzte a zistite, kedy nastane rovnost.
(P. Kanovsky)

RieSenie. Vyjadrenie obsahu S vieobecného trojuholnika z dizok jeho stran a, b, c je
dané Herénovym vzorcom

a+b+c

S=+/s(s—a)(s—b)(s—c), kde s= 5

Bez oznacenia s pre polovi¢ny obvod je zapis Herénovho vzorca o nieco dlhsi, presnejsie

S:i\/(a—i—b—kc)(b—kc—a)(a+c—b)(a+b—c). (1)

Urobme malii odbocku a vSimnime si, ako Herénov vzorec nepriamo ,testuje“ zname
nerovnosti, ktoré zarucuju existenciu trojuholnika. Cisla a, b, ¢ st dlzkami stran nie-
ktorého trojuholnika prave vtedy, ked vSetky ¢initele pod odmocninou vo vztahu (1) st
kladné. Podla vztahu (1) je obsah T' trojuholnika so stranami a + b, b + ¢, ¢ + a rovny

T = }1\/(2a T 2b + 20)(20) (2a)(20) = \/abela + b + ).

Dokazovani nerovnost 7' = 45 teda rozpiSeme ako

Vabe(a+b+c) 2 (a+b+e)(b+c—a)(a+c—Db)(a+b—c).

V ekvivalentnej nerovnosti medzi odmoctiovanymi vyrazmi skratime ¢initel (a + b+ ¢)
a dostaneme tak nerovnost

abc 2 (b+c—a)la+c—0b)(a+b—c), (2)
ktort teraz (pre strany a, b, ¢ vSeobecného trojuholnika) niekolkymi spésobmi doka-

zeme.
Pri prvom z nich vyuzijeme zrejmé nerovnosti

\V]
\S]

b-—c)?!=(a—b+c)a+b—c),

a® 2 a® —
V20— (c—a)’=(b—c+a)b+c—a), (3)
A2 —(a—b?=(c—a+b)(ct+a—D).

Pretoze ide o tri nerovnosti medzi kladnymi vyrazmi, sticin ich Tavych stran nie je mensi
ako sucin ich pravych stran, t.j.

a’b’c? 2 (b+c—a)* (a4 c—b)*(a+b—c)?,
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odkial po odmocneni dostaneme nerovnost (2). Tym je nerovnost 7' = 45 dokazana.
Z nasho postupu tiez vyplyva, ze rovnost T' = 4.5 nastane prave vtedy, ked buda splnené
sticCasne tri rovnosti

a>=a®>—(b—c)? =0 —(c—a)? *=c*—(a—0b)?

t.j. prave vtedy, ked bude platit a = b = ¢ (pripad rovnostranného trojuholnika).

Poznamenajme, ze dokaz nerovnosti (2) sme dosiahli vynasobenim troch analogic-
kych nerovnosti (3). Prva z nich po odmocneni oboch stran nadobudne tvar nerovnosti
medzi aritmetickym a geometrickym priemerom (kladnych) ¢isel u =a+b—cav =
=a—0b+c, t.].

- (a+b—c)—;—(a—b+c) > Jatb—a—b10),

Vyuzit tak AG-nerovnost nas napadne, ked dokazovani nerovnost (2) prepiSeme
z povodnych premennych a, b, ¢ do novych premennych

u=a+b—c>0,v=a—-b+c>0, w=—-a+b+c>0.
Pretoze a = (u+v)/2,b = (u+w)/2 a z = (v+w)/2, prejde nerovnost (2) na nerovnost
(u~+v)(u+w)(v+w) 2 8uvw (2"
a suvislost s AG-nerovnostami

u—;—v2 m)’u;w2 Tﬂ})v;wg o

uz vidno. Dokazat transformovant nerovnost (2') mozeme vsak aj pouzitim jedinej AG-
nerovnosti. Po roznasobeni lavej strany (2') a zrejmej Gprave dostaneme

w?v 4+ vPw + v2u + v®w + wiu + wv
6
¢o je AG-nerovnost pre skupinu Siestich ¢lenov

> uvw,

v, vdw, viu, viw, wiu, wiv,

pretoze ich geometricky priemer je rovny

2 2

6
Vu2v - 2w - v2u - v2w - w2 - w2 = uow.

Na zaver uvedme este jeden algebraicky dokaz nerovnosti (2). Vzhladom na symet-
riu predpokladajme, Ze a < min{b, c}, polozme z =b—a = 0, y = c—a = 0 a prepiSme
nerovnost (2) ako nerovnost pre mnohoclen premennej a s koeficientmi zavislymi na x
a y. Dostavame

abc— (b+c—a)la+c—Db)(a+b—c)=
=ala+r)(at+y)—(a+r+y)la+ty—a)at+z—y) =
= ala® +a(z +y) + 2yl — [a+ (x +y)][® — (z —y)*] =
= [a® + a*(z + y) + azxy] —
—[@®+ad®(z+y) —alz—y)’ — (z+y)(z—y)?’] =
= alzy + (z — 9’| + (z + y)(z — y)*.

Posledny vyraz je (vzhladom na to, Ze a > 0, z 2 0, y = 0) zrejme nezaporny, pri¢om
nule sa rovna prave vtedy, ked plati zy =0axz —y =0, ¢ize x =y = 0.



2. V obore celych cisel x, y rieste rovnicu
(5)" + (y*)s = 2a9° + 51,

kde ns oznacuje ndsobok piatich najblizsi k ¢islu n, napriklad (—9)s = —10.

(P. Cernek)

Riesenie. Nech dvojica celych c¢isel z, y vyhovuje danej rovnici. Pretoze sucet (IE5)2 +
+(y*)s5 je delitelny piatimi, dava &islo 2xy? pri deleni piatimi zvysok 4, t.j. 5 | (2xy%—4).
Cislo y preto nie je delitelné piatimi, takze plati bud y = 5k £ 1, alebo y = 5k + 2, kde
5k = y5. Obe moznosti teraz preberieme oddelene.

Pripad y = 5k &+ 1. Pretoze y?> = 25k% £ 10k + 1, plati 5 | (y* — 1), a preto
z podmienky 5 | (2zy? — 4) vyplyva 5 | (22 — 4) = 2(z — 2), teda z = 5n + 2, kde
5n = x5. Z podmienky 5 | (y? — 1) vyplyva tiez 5 | (y* — 1), ¢ize (y*)s = y* — 1, teda
dana rovnica ziskava tvar

(5n)? + (y* —1) =2 (5bn +2) - y* +51.
Postupnymi tpravami dostaneme

(y* — 10ny? + 25n?) — 4y* = 52,
(y* — 5n)? — 4y* = 52,
(y% — 5n — 2y)(y* — 5n + 2y) = 52. (1)

Na Tavej strane poslednej rovnice je sucin dvoch celych ¢isel lisiacich sa o 4y, teda
o nasobok styroch; pretoze 52 = 22 - 13, mame na lavej strane (1) stcéin ¢isel 2 a 26
alebo siéin ¢isel —2 a —26. Tak ¢&i onak plati [4y| = 26 — 2 = 24, odkial y = =6,
takze mensi z oboch ¢initelov v (1) je rovny 62 — bn — 12 = 24 — 5n. Zatial ¢o rovnica
24 — 5n = 2 ziadne celociselné riesenie n nema, rovnica 24 — 5n = —26 ma rieSenie
n = 10, ktorému zodpovedd x = 5- 10 4+ 2 = 52. Podmienku y = 5k + 1 teda spliiaji
prave dve rieSenia danej rovnice, a sice (z,y) = (52,6) a (z,y) = (52, —6).

Pripad y = 5k + 2. Pretoze y? = 25k? £ 20k + 4, plati 5 | (y?> + 1), a preto
z podmienky 5 | (2xy? — 4) vyplyva 5 | (=22 —4) = —2(x + 2), teda z = 5n — 2, kde
5n = x5. Z podmienky 5 | (y? + 1) vyplyva rovnako 5 | (y* — 1), ¢ize (y*)s = y* — 1,
teda dand rovnica ziskava tvar

(5n)? + (y* —1) =2 (5n — 2) - y* + 51.
Postupnymi tpravami dostaneme

(y* — 10ny? + 25n?) 4 4y = 52,
(y® — 5n)® + 4y* = 52. (2)
Oba séitance na lavej strane poslednej rovnice st nezaporné, takze neprevysuju ¢islo 52

z pravej strany. Z nerovnosti 4y? < 52 vyplyva 32 < 13, éo vzhladom na podmienku
y = 5k £+ 2 znamend, Ze bud y +2, alebo y = £3. Ak y = +2, je rovnica (2)

I A
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splnend prave vtedy, ked (4 —5n)? = 36, o nastane pre jediné celé ¢islo n = 2, ktorému
zodpovedd x = 5-2—2 = 8. Ak y = +3, prejde (2) na rovnicu (9 —5n)? = 16 s jedinym
celoc¢iselnym korenom n = 1, ktorému zodpoveda x = 5-1—2 = 3. Podmienku y = 5k +
+ 2 teda spliiaji prave Styri riesenia (,7y) danej rovnice, a sice dvojice (8,2), (8, —2),
(3,3) a (3,-3).

Odpoved. Dana rovnica ma v obore celych ¢isel celkom Sest rieseni (x, y), konkrétne
dvojice (52,6), (52, —6), (8,2), (8,—2), (3,3) a (3, —3). (Odporac¢ame urobit skusku, aj
ked nie je nutnou stucastou takto podaného riesenia.)

Poznamka. Pre kazdé celé z je Cislo z5 rovné jednému z Cisel z — 2, z — 1, z, z +
+ 1 alebo z 4+ 2 (tomu z nich, ktoré je ndsobkom piatich). Dant tlohu by bolo mozné
preto riesit tak, Ze by sme dant rovnicu riesili v jednotlivych pripadoch = = 5n +r
a y = 5k + ¢, kde ¢isla r a ¢ prebiehaji (navzajom nezavisle) mnozinu {—2,—-1,0, 1, 2}.
Také diskusia by vsak bola zdlhava, uvedené rieSenie je jej premyslenym skratenim.

Uvedomme si, Ze pri nasom postupe sme najskor vylacili pripad ¢ = 0 a potom
sme uz rozlisili len pripady ¢ = +1 a ¢ = £2. Bolo to umoznené tym, ze ¢&islo y? ma pri
deleni piatimi zvySok nezavisly na znamienku éisla ¢ a Ze podla tohto zvysku mozno
z danej rovnice jednoznacne urcit obdobny zvySok ¢isla x, teda hodnotu r.

Posledny ,,trik“, ktory sme pri rieseni urobili, spocival v tom, ze sme do danej
rovnice nedosadzovali vyjadrenie y = 5k + 1, resp. y = 5k £ 2, ¢im sa nadm o nieco
zjednodusil zapis prislusnych rovnic (1) a (2). Dodajme este, ze algebraické upravy
danej rovnice vedice k rovniciam (1) a (2) patria pri rieSeni rovnic v obore celych ¢isel
k tym najbeznejSim postupom.

3. V danom trojuholniku ABC pretina os uhla ACB stranu AB v bode K a opisani
kruznicu v bode L (L # C). Oznacme V stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC,
S stred kruznice opisanej trojuholniku K BV a Z priesecnik priamok AB a SL. Dokadzte,
Ze priamka SK je dotycnicou kruznice opisanej trojuholniku KLZ. (J. Foldes)

Riesenie. Kruznice opisané trojuholnikom ABC, KBV a KLZ ozna¢me po rade k,
k1 a ko (obr.1). NaSou ulohou je dokazat, ze priamka SK je doty¢nicou kruznice ko;
k tomu staci vysvetlit, pre¢o st zhodné uhly SKZ a KLZ, vyznacené na obr. 1 obla-
¢ikmi. Okrem toho vSak musime zdovodnit, pre¢o body L a S vzdy lezia v opacnych
polrovinéch s hrani¢nou priamkou AB (ako je to aj na naSom obrazku).

Stred V' kruznice vpisanej je vzdy vnutornym bodom trojuholnika ABC, lebo je
priesec¢nikom osi jeho vnitornych uhlov. Preto je bod V' vntutornym bodom tsecky C' K,
zatial ¢o bod L lezi na jej predizeni za bod K. Body V a L preto lezia v opaénych
polrovinich s hrani¢nou priamkou AB. Ked oznac¢ime ako zvycajne «, (3, v velkosti
vnutornych uhlov trojuholnika ABC, ma trojuholnik BCV pri vrcholoch B a C vnu-
torné uhly velkosti 5/2 a -y/2, takze pre jeho vonkajsi uhol pri vrchole V' plati

|{BVEK| = ﬁ—;” < 90°.

Uhol BV K je teda ostry, a preto stred S kruznice k; lezi v rovnakej polrovine s hranic-
nou priamkou BK ako bod V', ¢o spolu s predchadzajicim tvrdenim o polohe bodov
V a L znamend, ze body L a S naozaj lezia v opac¢nych polrovinach s hrani¢nou
priamkou AB, ¢o sme potrebovali overif. Podla vety o obvodovych a stredovych uhloch
v kruznici k; plati

|{BSK|=2|4{BVK|=p0+",
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Obr. 1

z rovnoramenného trojuholnika BKS teda vyplyva
1 1 1
|{SKZ|=|{SKB| = 5(180o — |4BSK]|) = 5(180o —B—=7)= Pl

Zostava nam preto dokéazat, ze aj uhol KLZ ma velkost «/2. Urobime to dvoma
nezavislymi sposobmi.

Pri prvom z nich najskor uré¢ime velkost uhla LBV. Pretoze |[{LBA| = |[{LCA| =
= v/2 (obvodové uhly v kruznici k) a |[{ABV| = (3/2, vzhladom na vzdjomnt polohu
useCiek LV a AB mozeme pisat

1
[{LBV| = |{LBA| +|£ABV| = _ (5 +7).

Uz skor sme zistili, Ze taka velkost ma aj uhol BVK (¢ize uhol BVL), a tak je
trojuholnik BV L rovnoramenny s ramenami BL a VL. Stcasne vsak plati |BS| =
= |VS|, takze oba body L a S lezia na osi tsecky BV ($tvoruholnik BLV'S je teda
deltoid, pripadne kosoStvorec alebo Stvorec). Odtial vyplyva, ze tsecky BV a SL su
navzajom kolmé, uhol K LZ je preto doplnkovy k uhlu BV K, t.j.

|AKLZ| =90° — |[4BVK|=90°— 2(8+7) = 1.

Tym je tvrdenie tlohy dokazané.

Pri druhom sposobe urcenia velkosti uhla K LZ si najskor vSimneme, Ze plati
|{BLK| = |{BLC| = |{BAC| = « (obvodové uhly v kruznici k), ¢o spolu so
skor odvodenou rovnostou | BSK| = [ + v znamend, Ze v Stvoruholniku BLKS je
stuc¢et vnatornych uhlov pri protilahlych vrcholoch L a S rovny 180°, jedna sa preto
o Stvoruholnik, ktorému sa d& opisat kruznica. V nej st KBS a K LS zhodné obvodové
uhly nad tetivou K'S, a preto plati

|AKLZ|=|{KLS|=|{KBS| = ja

(pripominame, ze BK S je rovnoramenny trojuholnik s uhlami «//2 pri zékladni BK).



4. Nech n 2 2 je dané prirodzené cislo. Pre ktoré hodnoty redlneho parametra p md
sustava rovnic

4 2
T+ —5 = PbT2,

51

4 2
Ty + —5 = pT3,

T3

2
Th 1+

2 :pxna
n—1

4 —
T, + —5 =pT1
':C’n

asponi dve riesenia v obore redlnych cisel? (J. Svréek)

RieSenie. Pretoze dand sustava je velmi zlozitd a zrejme neexistuje postup, ako
v kone¢nom algebraickom tvare vyjadrit vSetky jej rieSenia, budeme jednak premyslat
o podmienkach riesitelnosti tejto sistavy, jednak hladat niektoré jej Specidlne rieSenia.

Vsimnime si najskor, ze dand ststava neméa ziadne riesenie pre hodnotu p = 0,
pretoze hodnoty Tavych stran rovnic st kladné ¢isla. Tiez druhé zistenie, ktoré teraz
uvedieme, je zrejmé: n-tica ¢éisel (x1,x2,... ,2,) je rieSenim danej ststavy s hodnotou
parametra p prave vtedy, ked n-tica opacnych ¢isel (—z1, —z2,...,—x,) je rieSenim
danej stustavy s opacnou hodnotou parametra —p. Hodnoty Tavych aj pravych stran
vSetkych rovnic ststavy sa totiz pri zmene vsSetkych hodnét z; — —x; a p — —p
nezmenia, pretoze pre fubovolné = # 0 a p plati

Dan4 stustava s hodnotou parametra p ma teda prave tolko rieSeni, kolko ich mé dané
sustava s hodnotou parametra —p. Budeme preto hladat iba vSetky kladné éisla p, pre
ktoré mé dand stustava aspon dve rieSenia (a v odpovedi k nim pripojime vSetky opa¢né
¢isla —p.)

A7 po zaver rieSenia budeme teda uvazovat iba kladné hodnoty parametra p danej
sustavy. Z kladnosti jej Tavych stran vyplyva, Ze aj vSetky pravé strany pz; musia
byt kladné, a preto (vzhladom na predpoklad p > 0) musi platit x; > 0 pre kazdé i.
Lubovolné riesenie (x1,zo, ... ,z,) danej sustavy je teda zostavené z n kladnych ¢isel.

Predpokladajme teraz, ze pre dané p > 0 nejaké rieSenie (x1,x2,...,x,) da-
nej sustavy existuje a vsetkych n rovnic medzi sebou vynasobme. Pre kladné cisla
T1,%2,...,%, tak dostaneme rovnost

2 2 2
4 4 4 n
7+ — o+ —= ...z +— ) =p"x1i22...2,. 1
(1 1‘%)(2 l’%) (n .%’%) Ptz " ()

Kazdy ¢initel na lavej strane odhadneme zdola podla zndmej nerovnosti
u+v = 2v/uv,
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ktoré plati pre Tubovolné kladné ¢isla u a v, pricom rovnost nastane prave vtedy, ked
u = v (je to v podstate nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym priemerom ¢isel
u a v, vyplyvajtca jednoducho zo zrejmej nerovnosti (/u —+/v)? = 0). Preto pre kazdy
index ¢ plati

2
2
(2

v

4
z; +

T T

2 xf-—2:|xi|-2\/§=xi~2\/§. (2)
7

Désledkom rovnosti (1) je teda nerovnost
(a:12\/§) (:1;22\/5) . (xn2\/§) Sptriws ... Ty, (3)

z ktorej po kréateni (kladnym) stéinom zizs ...z, dostaneme podmienku na ¢islo p
v tvare

Pt > (2V2)",  &ze p = 2V/2.
Sformulujme, ¢o sme prave zistili. Ak méa dané ststava pre pevné p > 0 aspon jedno
rieSenie, tak pre toto &slo p plati odhad p = 2v/2.

Pre ,krajni“ hodnotu p = 2v/2 teraz dant sustavu tplne vyrieSime, t.j. ndjdeme
vSetky jej rieSenia. Ak (z1,x2,...,x,) je lubovolné rieSenie danej ststavy s hodnotou
p = 2v/2, tak podla tivah z predchadzajticeho odstavca nastane v nerovnosti (3) rovnost,
¢o je mozné jedine tak, ze rovnosti nastana vo vSetkych nasobenych nerovnostiach (2).
Preto vtedy pre kazdy index 7 plati

2
i = neboli 2% =2, t.j. z; = V2.

7 9 i
Ly

Pre hodnotu p = 2v/2 ma teda dan4 stistava jediné (!) rieSenie
(x1,T2,... ,Tp) = (\6/5, V2,. .. ,\(75)

7 vysledkov predchadzajucich dvoch odstavcov vyplyva, Ze ak ma dand ststava
pre pevné p > 0 asponi dve riedenia, tak pre toto &islo p plati ostra nerovnost p > 2v/2.
Ak teda ndjdeme dve rieSenia danej ststavy s Tubovolnou hodnotou parametra p >
> 2¢/2, budeme poznat odpoved na otazku zo zadania tlohy. Spomenuté dve riesenia
budeme hladat medzi n-ticami (x1,zs9,... ,x,) zloZenymi z n rovnakych c¢isel; taka
n-tica (x,z, ... ,x) je zrejme rieSenim danej ststavy prave vtedy, ked je ¢islo x rieSenim
(jedinej) rovnice

2
:1:4+—2:px, Gize x® —pad4+2=0.
x

3

Posledna rovnica je kvadratickd vzhladom na nezndmu y = z° a méa v obore realnych

Cisel y dve rozne rieSenia
pE+p*—38
2

pre kazdd z nami uvazovanych hodnét p > 2v/2, lebo pre ne plati p? —8 > 0. Pre kazdé
také p ma teda povodna stustava dve riesenia

(xlw--7xn):(v3y17"'7\/3y1) a (1‘1,,.,,:En):(v3y27..,’\3/y2).
(Nevyluc¢ujeme, ze okrem tychto rieeni vtedy existuju aj rieSenia iné, totiz také, ze
x; # x; pre niektoré i # j.)

Odpoved. Vsetky hladané hodnoty p tvoria mnozinu (—oo; —2\/§) U (2\/5; oo).

Y1,2 =



5. Najdite vsetky mnohocleny P(x) s redalnymi koeficientmi, ktoré pre kaZdé redlne
¢islo x splriaji rovnost

(x4+1)Plx—1)+ (z—1)P(x + 1) =2z P(x).

(E. Kovéc)

Riesenie. Dvoma odlisnymi sposobmi ukazeme, ze vyhovujice mnohocleny sii prave
mnohoéleny tvaru P(x) = ax® — ax + d, kde a a d st Iubovolné realne ¢isla. Pri
prvom spodsobe pouzijeme metddu, ktora je uzitocna aj pri rieSeni mnohych inych tloh
o mnohoclenoch; nazyva sa ,,metéda neurcitych koeficientov®. Ako zvycajne budeme
¢leny mnohoclenov zapisovat v zostupnom poradi podla mocnin premennej x; pomocou

prvych koeficientov hfTadaného mnoho¢lena
P(z) = az™ + ba" ' 4 ca" 2 4 dx" 3 (1)

vyjadrime prvé koeficienty oboch stran danej rovnice a potom ich porovname. Zapi-
som (1) sme naznacili, Ze budeme skutoc¢ne pocitat s prvymi Styrmi koeficientmi mnoho-
¢lena P(z). UkaZe sa totiz, Ze vypocty s mensim poctom koeficientov k vyrieseniu tlohy
nestacia. Aby sme pre mnohocleny stupna najviac 3 nemuseli robit dalSie samostatné
vypocty, nebudeme zatial predpokladat, Ze koeficient a pri mocnine =™ v zapise (1) je
nenulovy.

Néajdeme najskor prvé ¢leny mnohoclena P(x — 1).

Ple—1)=az—1)"+bz—-1)"""+clx—1)"?+dx—-1)""7" 4.
= o~ ()4 ()~ (e ) ¢
e (T () )
(e = (T ) b () e =
=az" + [~ (D)a+b]la" '+ [(3)a— ("{)b+c]a" 2 +
+[@at (390 (et dlam 0 4

Podobnym vypoctom zistime, ze

Pl+1) =a" + [(Pa+b]a" "+ [(a+ (7)o + a2 +
+[(Ba+ ()b + (")e+dfa" 4

Teraz moézeme urcit prvé ¢leny mnohoclena (z + 1)P(z — 1) + (z — 1)P(x + 1), totiz

¢leny s mocninami z"*1, 2" 2”71 a 2”72 (vypisali sme ich dopredu, aby sme pri



nasledujicom vypocte zbytocne nevypisovali ¢leny s nizsimi mocninami x).

(+1)Plx—-1)+(z—-1)P(x+1)=
=zP(z—1)+Plzx—1)+2a2P(x+1)—Plx+1) =
=az"" + [=(atbla” + [(5)a— ("T)b+ 2"+
+[=Ga+ (G = ("T)e+da 4o+
+az” + [~ (Da+bla" "+ [(Ga— ("T)b+ca" T4 4
+ a2+ [(Da+ b2 + [(G)a+ (" )b+ 2"t +
+[Ga+ ("4 (") e+ d[a" T 4 -
—az" = [(Pa+b]a" " = [(Ha+ (" )b+ c]a" =
= 2ax" ! + 2bx™ + 12(5)a —2(})a+2¢] "t 4
+ 2" b —2(" b +2d]a" 2+ -

Nasli sme prvé ¢leny lavej strany danej rovnice. Vypisat prvé Cleny jej pravej strany je
lahké.
20P(z) = 2az"™ ! 4 202" + 2c2™ "t 4+ 2dx™ 2 + - -

Vidime, Ze prvé dva ¢leny lavej strany sa zhoduji s prvymi dvoma ¢lenmi pravej strany,
nech je mnohoc¢len P(x) vybrany akokolvek. Tretie a $tvrté ¢leny sa uz vo vSeobecnosti
nezhoduju a ich rovnosti st vyjadrené podmienkami

n n n—1 n—1
2(2)a—2(1)a+20—20 a 2( 5 )b—2( ] >b+2d—2d,

z ktorych po rozpisani kombina¢nych ¢isel dostaneme rovnice tvaru n(n — 3)a = 0
a (n—1)(n —4)b = 0. (Vsimnime si, ze rovnica pre koeficient b sa 1isi od rovnice pre
koeficient a iba tym, Ze je v nej ¢islo n nahradené ¢islom n — 1. Koeficient b totiz
prevezme rolu ,vediceho* koeficientu a, ked v zéapise (1) vynechdme prvy ¢len suctu
(¢im znizime stupen n o jedna)). V pripade n > 3 teda musi platit a = 0, ¢o znamena,
7e sa mozeme obmedzit len na pripad n = 3. Vtedy je prva rovnica splnend pre kazdé
a € R, zatial ¢o z druhej rovnice vyplyva b = 0. Hladany mnohoélen P(z) mé preto
nutne tvar

P(z) =az® +cr +d (2)

a po dosadeni [ubovolného takého mnohoclena do oboch stran danej rovnice dostaneme

dva mnohoéleny, ktoré sa zhoduju v prvych ¢élenoch s mocninami z*, 23, 22 a z!.

Zostéva teda porovnat posledné (absolatne) ¢leny oboch mnohoé¢lenov
(x+1)P(x—1)+(x—1)P(x+1) a 2zP(z).
Namiesto algebraického vypoctu vyuzijeme zvycajny postup, ktory je zalozeny na tomto
zrejmom tvrdeni: Absolutny ¢len mnohoélena p je jeho hodnota p(0) v bode 0. V nasom
pripade preto zistime, kedy plati rovnost P(—1) — P(1) = 0- P(0), teda podla (2)
(—a—c+d)—(a+c+d)=0.
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Je to zrejme prave vtedy, ked ¢ = —a. Preto sa rieSeniami tlohy prave mnohoéleny
tvaru P(z) = ax® — az + d, kde a, d st Tubovolné redlne ¢isla.

Iné riesSenie. Vyuzijeme postup, ktory sa pouziva pri rieSeni funkcionalnych
rovnic. Ziskavame pri nom vyznamné informacie o nezndmych funkciach tak, ze do
rovnic, ktoré hladané funkcie spliaji, opakovane dosadzujeme vhodne vybrané hodnoty
premennych. (To sme vlastne urobili aj v zavere ,,algebraického riesenia, ked na urcenie
absolitneho ¢lena sme do mnohoc¢lena dosadili hodnotu x = 0.) Nech je teda P
Tubovolny mnohoélen spliiajtci v premennej z € R dant rovnicu. Ked do nej dosadime
najskor hodnotu x = 1 a potom hodnotu z = —1, dostaneme rovnosti

2.-P(0)+0-P(2)=2-P(1) a 0-P(-2)—2-P(0)=-2-P(-1),

z ktorych vyplyva, ze P(1) = P(0) = P(—1). Preto ak ozna¢ime P(0) = d, m4 rovnica
P(xz) = d korene z = 0, x = 1 a x = —1. Existuje teda mnohoc¢len Q(z) taky, ze
P(z) = z(z — 1)(z + 1)Q(x) + d. Toto vyjadrenie dosadime do danej rovnice, aby sme
zistili, aké podmienky musi spliiat mnohoé¢len Q(z) a koeficient d.

(z+Dz(z—1)(z—2)Q(x—1)+d(x+ 1)+
+rz—-1)(z+Dz(z+2)Qz+1)+dx—1) =
= 22°%(z — 1)(z + 1)Q(z) + 2dx.

Cleny s koeficientom d sa v poslednej rovnici navzajom eliminuji a zvysné ¢leny mozno
vykrétit spoloénym ¢initelom z(z — 1)(x 4 1). Ziskame tak rovnicu

(x—=2)Q(x— 1)+ (z+2)Q(x + 1) = 22Q(x) (3)

pre neznadmy mnohoclen Q(z). Zo spésobu odvodenia vyplyva, Ze rovnica (3) plati pre
kazdé x € R, ktoré su rozne od 0, 1 a —1; pretoze vSak obe strany (3) si mnohoc¢leny
premennej x, ktoré maji rovnaki hodnotu pre nekonecéne vela ¢isel x, musia to byt
mnohocéleny totozné, a preto rovnost (3) plati aj pre z € {0,1, —1}.

Pretoze a(x — 2) + a(x + 2) = 2azx, rovnicu (3) spliia kazdy konstantny mnohoélen
Q(x) = a. Povodnej rovnici preto vyhovuje kazdy mnoho¢len

P)=z(z—1)(z+1)a+d=az’—ax+d (a,d€R).
Iné vyhovujice mnohocleny P(x) neexistuji, ak ukdzeme, ze kazdy mnohoc¢len Q(x)

spliajtci rovnicu (3) je konstantny. Nech je teda @Q(z) Tubovolny taky mnohoélen;
ozna¢me (2) = a a dosadme do rovnice (3) hodnotu x = 2. Dostaneme

0-Q(1) +4Q(3) = 4Q(2), odkial Q(3) = Q(2) = a.

Teraz volbou = 3 v rovnici (3) ziskame rovnost

Q(2) +5Q(4) = 6Q(3), odkial Q(4) = = = a.
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Dalej volbou x = 4 zistime, Ze Q(5) = a, atd. Dok4dZme preto indukciou, ze Q(n) = a
pre kazdé celé n = 2. Ak pre nejaké n platia rovnosti Q(n) = Q(n + 1) = a (tak ako
pre n = 2), tak volbou = n + 1 v rovnici (3) dostaneme

~2n+1la—(n—1)a
- n+3 -

Dékaz indukciou je hotovy. Zistili sme, Ze rovnost Q(z) = a plati pre nekonecéne vela
Cisel x, ¢o je mozné jedine vtedy, ked Q(x) = a pre kazdé = (keby bol Q mnoho¢len
nejakého stupnia N > 0, mala by rovnica Q(z) = a najviac N koretiov). Celé riesenie
je tym ukoncené.

6. Ndjdite vsetky Stvorsteny, ktoré maju siet tvaru deltoidu a prdve Styri hrany danej
dlzky a. (Deltoidom rozumieme konvexny stvoruholnik, ktory je sumerny podla jedinej
zo svojich uhlopriecok, nepatri k nim ani Stvorec, ani kosostvorec.) (P. Leischner)

RieSenie. V prvej (podstatnejSej) Casti rieSenia ndjdeme vsetky Stvorsteny, ktoré
maju siet tvaru deltoidu; potom uz pomerne jednoducho zistime, ktoré z najdenych
stvorstenov maju prave styri zhodné hrany.

Obr. 2

Uvazujme preto fubovolny stvorsten ABC'D a ozna¢me dizky jeho hran pismenami
x,y, 2, u, v, w podla obr. 2. VSetky siete stvorstenu ABC D rozdelime do dvoch skupin.
Do prvej z nich zaradime tie siete, v ktorych niektora stena Stvorstena susedi s tromi
ostatnymi stenami; do druhej skupiny buda patrit ostatné siete, v ktorych kazdéa stena
susedi najviac s dvoma stenami. Pretoze sme oznacenie vrcholov stvorstenu dopredu
nijako neupresnili, budeme dalej uvazovat len po jednej sieti z kazdej z oboch skupin,
teda siete znazornené na obr. 3 a 4. Zaoberajme sa kazdou z nich samostatne.

Sief na obr.3 je (vo v8eobecnosti) Sestuholnikom AD3BD;C Dy, $tvoruholnik to
bude len vtedy, ked dva z jeho uhlov pri vrcholoch A, B, C' buda priame (t.j. buda
mat velkost 180°). Je totiz jasné, ze priamy uhol nemoéze byt pri ziadnom z vrcholov
D1, Dy, D3. Vzhladom na uz spomenutii vSeobecnost oznacenia predpokladajme, Ze
priame st uhly Dy AD3 a D3BD; (vyznacené na obr. 3). Nasa siet je teda Stvoruholni-
kom Dy D3D1C, ktorého strany maju (v poradi, v akom za sebou cyklicky nasleduji)
dlzky 2u, 2v, w a w. Ak je tento $tvoruholnik deltoid (a nie kosostvorec), musi zrejme
platit u = v a 2u # w (obr.5a). Z osovej sumernosti podla priamky DsC potom
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zistujeme, Ze plati y = x; Stvorsten s ,,deltoidnou* siefou z obr. 5a vidno na obr. 5b. Je to
Stvorsten sumerny podla roviny stmernosti hrany AB. Dodajme, Ze okrem nerovnosti
2u # w musi platit rovnako nerovnost z < w, ktord vyplyva z vlastnosti strednej
priecky AB trojuholnika Dy Dy D3 a trojuholnikovej nerovnosti pre rovnoramenny troj-

uholnik CD1Ds:

2z = 2|AB| = |D1D2| < |D10| + |DQC| = 2w.

Obr. 3 Obr. 4

Siet z obr.4 je (vo vSeobecnosti) Sestuholnikom AD;BC BjDs, Stvoruholnikom
bude len v tych pripadoch, ked prave dva z jeho uhlov pri vrcholoch A, B, C', Dy budu
priame (také totiz nemozu byt uhly pri vrcholoch D; a Bj). Vzhladom na vSeobecnost
oznacenia staci uvazovat len tri nasledujtuce pripady.

a) Priame uhly pri vrcholoch A a Ds. Siet je stvoruholnik By D1 BC', ktorého strany
maju v poradi dlzky 2u + v, v, x, x. Zrejme sa nejedné o deltoid, lebo 2u + v # v.

b) Priame uhly pri vrcholoch A a C'. Siet je $tvoruholnik Do D BBy, ktorého strany
maji v poradi dlzky 2u, v, 2z, v. Pretoze dvojica protilahlych stran mé rovnakua dizku v,
nejedna sa o deltoid.

c¢) Priame uhly pri vrcholoch A a B. Siet je $tvoruholnik Do D;C By, ktorého strany
maji v poradi dlzky 2u, « + v, x, v. Ak je to deltoid, vzhladom na nerovnost z +v > x
musi platift 2u = x +v a x = v, teda x = u = v. V trojuholniku D> D, C je tsecka AB
strednou prieckou (obr. 6a), takze plati w = |DyC| = 2|AB| = 2z. Prislusny Stvorsten
vidno na obr. 6b.

Zhrnime vysledky nasich doterajsich ivah. Iba dva typy Stvorstenov (obr.5b a 6b)
maju siet tvaru deltoidu. NaSou tlohou je teraz zistif, kedy tieto Stvorsteny maju
prave §tyri zhodné hrany (danej dlzky a). Zaoberajme sa najskér §tvorstenom z obr. 5b,
ktorého hrany maja dlzky x, z, z, u, u, w. Predpokladajme teda, Zze prave Styri z nich
st rovné a. Ktoré to sa? Urcite = a, inak by muselo platit a = z = u = w, ¢o je ale
v spore s nerovnostou z < w, ktort sme odvodili skor. PretoZe st vylaéené aj rovnosti
z =wuau = w (v oboch pripadoch by diZku @ malo pif hran Stvorstena ABCD), musi
platit u = a. V pripade x = u je vSak Stvoruholnik A D3 BC' koso$tvorec; z rovnobeznosti
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Obr. 5b
Do
T
By D

T x 2z
Y A C

z T

B T ¢ B

Obr. 6b

priamok AC' a D3 B vyplyva rovnost sithlasnych uhlov CADy a BD3A. Rovnoramenné
trojuholniky CADy a BD3A st vtedy zhodné podla vety sus, takze |D2C| = |AB],
¢ize z = w, ¢o je opit spor. (V pripade w = z ma ,deltoidnd“ siet z obr.5a priamy
uhol pri vrchole C, takZe sa nejedna o deltoid, ale o trojuholnik.) Ziadny $tvorsten
z obr. 5b preto nie je rieSenim nasej tlohy. Prejdime teraz k druhému typu stvorstenov
a predpokladajme, ze prave Styri z hran niektorého stvorstena ABCD z obr.6b maja
dlzku a. Pretoze tri jeho hrany maju dlzku x, musi platit + = a. Ktord (jedind)
z ostatnych dlzok y, z, 2z je rovné a? V sieti na obr. 6a z trojuholnika B;C' D, vyplyva
x +x > 2z, teda x > z. V rovnakej sieti ma trojuholnik ABC' tupy vnutorny uhol
pri vrchole B, lebo jeho vonkajsi uhol ABD; je vnutornym uhlom pri zakladni AB
rovnoramenného trojuholnika AB D+, takZe je nutne ostry. Preto je najdlhsou stranou
trojuholnika ABC strana AC, ¢o zapiSeme y > max{z, z}. Spolu dostavame y > = >
> z, s ohladom na rovnost x = a preto zostava iba moZnost 2z = a. Najdenymi
podmienkami je uz $tvorsten ABCD jednoznac¢ne (az na zhodnost) uréeny. Dlzku y
poslednej hrany AC' vypoc¢itame ako faznicu na stranu D; Dy trojuholnika C'Dy D5 so
stranami 2a, 2a, a. Vyjde ndm y = av/6/2. Riefenim nasej tilohy je jediny Stvorsten
z obr. Ta, jeho sief tvaru deltoidu je na obr. 7b.

Odpoved. Hladany §tvorsten je jediny. Jeho tri hrany dizky a vychadzaja z jedného
vrcholu, hrany protilahlej steny majt dlzky a, a/2, av/6/2. Jedna zo sieti tohto tvors-
tenu ma tvar deltoidu so stranami a, a, 2a, 2a.
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