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1. V obore celych cisel x rieste rovnicu
3(z?)s + (32)5 = (3z — 2)(x + 2),
kde ns znamend ndsobok piatich najblizsi ¢islu n, napr. (—3)5 = —5. (J. Simsa)

RieSenie. Podla zvysku po deleni ¢isla x ¢islom 5 mozeme rozlisit péat pripadov: (i) x =
= bk, (ii) z =5k + 1, (ili) x = bk + 2, (iv) x =5k + 3 a (v) x = bk + 4 (k je Tubovolné
celé ¢islo). Pretoze ale Tava strana rovnice je zrejme nasobkom piatich pre kazdé celé z,
musi byt nasobkom piatich asponi jeden z éinitelov 3z — 2, & + 2 pravej strany. Cislo
3z — 2 je delitelné piatimi iba pre x = 5k + 4, ¢islo x + 2 iba pre x = 5k 4 3. Preto staci
rozobrat pripady (iv) a (v) (L oznacuje lavii a P prava stranu danej rovnice).

(iv) Pre x = 5k +3 plati 2% = 25k%+30k+9, (2?)5 = 25k*+30k+ 10, 3z = 15k+9,
(3z)s5 = 15k +10, L = 75k*+105k+40 a P = 75k?+ 110k + 35, takZe z L = P vychadza
k =1, comu odpovedd x =5 + 3 = 8.

(v) Pre x = 5k +4 plati 22 = 25k + 40k + 16, (22)5 = 25k +40k + 15, 3z = 15k +
+ 12, (3z)5 = 15k + 10, L = 75k* + 135k + 55 a P = 75k* + 140k + 60, takze z L = P
vychadza k = —1, ¢omu odpovedd x = —5 +4 = —1.

Odpoved. Dané rovnica mé prave dve celociselné rieSenia, a to v = —1 a x = 8.

2. Oznacéme S stred kruznice vpisanej danému trojuholniku ABC a P, Q) pdity kolmic
z vrcholu C' k priamkam, na ktorych leZia osi vnutornych uhlov BAC a ABC'. Dokazte,
Ze priamky AB a PQ su rovnobeZné. (J. Svréek)

Riesenie. Oznacme ako obyc¢ajne «, 3, v vnutorné uhly trojuholnika ABC'. Pretoze
plati (obr. 1)
o B

[LASC| = 180° — | LSAC| — |£SCA| = 180° — 5 — % = 90° + 7.

je uhol ASC tupy, takze bod P lezi na polpriamke opacnej k polpriamke SA. Podobne
zdovodnime, ze bod @ lezi na polpriamke opacnej k polpriamke SB. Priamky AB a PQ
st rovnobezné prave vtedy, ked striedavé uhly BAP a APQ st zhodné. Vzhladom na
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Obr. 1



to, ze |[{BAP| = a/2 a |[{APQ| = |4SPQ)|, sta¢i ukazat, ze |{SPQ| = a/2. Pretoze
body P a @ lezia na Téalesovej kruznici nad priemerom CS, je uhol SP(Q zhodny
s uhlom SCQ (obvodové uhly nad tetivou S@Q spomenutej kruznice). Velkost uhla SCQ
lahko vyjadrime z trojuholnikov BC'S a BCQ.

4SCQ| = |4BCQ| ~ |4BCS| = (90° = =) — 1-2

¢o sme potrebovali ukézat.

Iné riesenie. Ozna¢me P;, (Q; zodpovedajice priesecniky polpriamok C'P a C'Q
s priamkou AB (obr.2, poradie bodov A, S, P a bodov B, S, @ na oboch osiach
bolo vysvetlené v prvom rieseni). Vyska AP trojuholnika P;C'A lezi na osi AS jeho
vnutorného uhla Py AC', takze ide o rovnoramenny trojuholnik, ktory méa zakladnu P, C
so stredom P. Podobne pomocou rovnoramenného trojuholnika ();CB zd6vodnime,
ze bod Q je stredom tsecky Q1C. Usetka PQ je teda strednou prieckou trojuhol-
nika P;@Q1C, takZe je rovnobezna s priamkou AB.

Obr. 2

3. Zistite, pre ktoré redlne c¢isla p ma sustava rovnic

2 +1=(p+ 1)z +py— 2
vy +1=(p+1y+pz -z,
Z4+l=p+1)z+pr—y

s mezndmymi x, y, z prdve jedno riesenie v obore redlnych cisiel. (E. Kovac)

Riesenie. Vsimnime si, Ze rovnice danej sustavy sa medzi sebou liSia len cyklickou
zdmenou nezndmych x, y a z. Ak je teda rieSenim ststavy trojica ¢isel (z,y,z) =
= (o, Yo, 20), st riesenim aj trojice (z,y,z) = (Yo, 20, 0) & (z,Y,2) = (20, T0,Yo). Ak
je rieSenie sustavy (pri pevnom p) jediné, musia byt uvedené trojice zhodné, musi teda
platit o = yo = z0. Trojica (xg,xo,xo) je zrejme rieSenim danej sistavy prave vtedy,
ked je ¢islo & = x( riesenim rovnice x2 + 1 = 2px. Pre kazdé hladané p preto musi mat
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ostatna rovnica jediné riesenie, takze jej diskriminant D = 4p? — 4 musi byt nulovy.
Odtial mame nutne p = +1.

Teraz ukazeme, ze pre p =1 je x = y = z = 1 skutocne jediné rieSenie pévodnej
sustavy troch rovnic a ze to isté plati aj v pripade p = —1 o jej rieSeni x = y = z =
= —1. Ked porovname stcet lavych stran so si¢tom pravych stran stustavy, zistime, ze
jej Tubovolné riesenie (z,y, z) spliia aj rovnicu

2?2+ 2243 =2p(x +y+2),
z ktorej upravou dostaneme

(z—p)?+@W—p>’+(z-—p?=30p"-1). (1)

Pre obe hodnoty p = 41 vsak plati p? — 1 = 0, takze vtedy sa stucet nezapornych &isel
(x — )%, (y — p)? a (z — p)? rovna nule. To je mozné len vtedy, ked r =y = z = p.

Odpoved. Hladané hodnoty p st dve, p=1ap = —1.

Iné riesenie. Rovnako ako v prvom rieseni ziskame s¢itanim troch danych rovnic
rovnicu (1). Z nej vyplyva tento zéver: Ak mé sustava pri danom p aspon jedno
rieSenie (x,v,2) v obore redlnych ¢&isel, tak plati nerovnost p? = 1, ¢ize |p| = 1. Ak
ale |[p| > 1, mozeme Tahko vypisat dve rozne rieSenia skiimanej sustavy, totiz trojice
(w1,21,21) a (w2, 22, 22), kde ;1 2 st korene rovnice z2 + 1 = 2pz (ktorej diskriminant
je vdaka predpokladu |p| > 1 kladny). Preto ndm zostéva posudit iba hodnoty p = +1,
pre ktoré vSak z rovnice (1) okamzite vyplyva, ze ak méa pévodnd stustava vobec nejaké
rieSenie, je nim trojica (z,y, z) = (p, p, p). Trividlna sktska dosadenim ukazuje, Ze je to
naozaj riesenie (pre p =1 aj pre p = —1).



