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1. Dokdzte, ze pre lubovolné ¢isla o, 5 € (0,7/2) plati nerovnost
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+ > 2\/tga+tgf.
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Zistite, kedy nastane rovnost. (E. Kovac)

Riesenie. Pretoze pre Iubovolné «, 5 € (0,7/2) plati

tg o+ tg 3 sinacosf 4 cosasinf _ sin(a+8) _ 1 (1)
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stac¢i namiesto nerovnosti zo zadania tlohy dokézat nerovnost

1 1 1
+ 22 ——. (2)
cosa  cosf cos « cos (3

To je ale jednoduché, lebo po prevedeni odmocniny z pravej strany na lavi dostaneme
po uprave ,na Stvorec“ zrejmu nerovnost

1 1Y ,
(\/cosa_\/cosﬁ) =0. @)

Tym je cely dékaz hotovy. Dodajme, Ze nerovnost (2) tiez vyplyva z nerovnosti medzi
aritmetickym a geometrickym priemerom (kladnych) ¢isel 1/ cosa a 1/ cos 3.

Rovnost v dokdzanej nerovnosti nastane prave vtedy, ked nastanii rovnosti v oboch
nerovnostiach (1) a (2'). To mozno zrejme vyjadrit podmienkami

1 1
1 = ]_ = —
sinfa + ) & cosae  cosf3’

ktoré su pre nejaké o, 3 € (0,7/2) splnené prave vtedy, ked a« + = 7/2 a a = 3, ¢ize
a=[(=mr/4

2. Najdite vsetky dvojice prirodzenych cisel x a y, pre ktorée plati
2? =4y +3-n(z,y),

kde n(z,y) znaci najmensi spoloény ndsobok ¢isel x a y. (P. Cernek)

RieSenie. PretoZe ¢islo x je delitefom oboch éisel n(x,y) a 22, vyplyva z danej rovnice,
ze ¢islo x deli aj ¢islo 4y. Cislo 4y je teda spoloény nasobok ¢isel = a y, takze ich
najmensi spolo¢ny nasobok n(z,y) je delitefom ¢isla 4y (a zarover nasobkom ¢isla y).
Cislo n(z,y) je teda rovné jednému z &isel y, 2y alebo 4y. Tieto tri pripady, ktoré sa
pre prirodzené y navzajom vylucuji, teraz postidime oddelene.
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(i) n(x,y) = y. Plati y = kx pre vhodné prirodzené k. Dosadenim do rovnice
dostaneme z? = 4kx + 3kx, odkial x = Tk, a preto y = 7k%. Pretoze n(7k, 7k?) = 7k?
pre kazdé k, je zodpovedajtca dvojica (z,y) = (7k, 7k?) skutocne riesenie.

(ii) n(x,y) = 2y. Plati 2y = kx pre vhodné nepéarne k (pre k parne dostaneme, ze
x deli y, ¢o je pripad (i)). Dosadenim do rovnice dostaneme 22 = 2kx + 3kx, odkial
x = 5k, a preto 2y = 5k2. To je spor s tym, Ze k je nepérne.

(iii) n(x,y) = 4y. Plati 4y = kx pre vhodné neparne k (pre k parne dostaneme, ze
x deli y alebo 2y, ¢o vedie na pripad (i) alebo (ii)). Dosadenim do rovnice dostaneme
2?2 = kx + 3kx, odkial x = 4k, a preto y = k2. Pretoze n(4k,k?) = 4k? pre kazdé
neparne k, je zodpovedajtca dvojica (z,y) = (4k, k?) skuto¢ne riesenie.

Odpoved. Hladanych dvojic (x,%) je nekonecne vela; st to jednak dvojice (7k, 7k?),
kde k je lTubovoIné prirodzené &islo, jednak dvojice (4k, k?), kde k je lubovolné nepérne
prirodzené cislo.

Iné riesenie. Ozna¢me d najvicsi spolo¢ny delitel hladanych ¢isel x a y. Potom
x =dxr; ay = dy;, kde x1 a y; st nesudelitelné prirodzené ¢isla, a n(x,y) = dxiy;.
Po dosadeni do danej rovnice dostaneme d?x? = 4dy; + 3dx1y1, ¢o po krateni ¢islom d
prepiseme do tvaru

(L’l(dl‘l — 3y1) = 4y1. (1)

Prirodzené ¢islo 4y, je teda nasobkom ¢&isla z1. Cisla 21 a y; st ale nesudelitelné, teda
¢islo x; je delitelom ¢isla 4, a preto z1 € {1,2,4}.

Ak x1 = 1, tak z (1) vychddza d = Ty;, takze v = dwy = Ty; a y = dy; = Ty3.
Dvojica éisel x = 7k a y = Tk? je rieSenim poévodnej rovnice pre kazdé k.

Ak x; = 2, tak podla (1) plati 2d = by;, takze ¢islo y; je parne rovnako ako
¢islo x1, ¢o odporuje ich predpokladanej nestdelitelnosti.

Ak z1 = 4, tak z (1) vychadza d = y;, takie v = dxy = 4d a y = dy; = d?. Cisla
x1 = 4 a y; = d st vSak nesudelitelné iba vtedy, ked je d nepéarne ¢islo. Pre kazdé také d
je dvojica x = 4d a y = d? rieSenim pdvodnej rovnice.

3. Do kruznice k je vpisany Stvoruholnik ABCD, ktorého uhlopriecka BD nie je prie-
merom. Dokadzte, Ze priesecnik priamok, ktoré sa kruznice k dotykaju v bodoch B a D,
lezi na priamke AC prdve vtedy, ked plati |AB| - |CD|=|AD|-|BC]|. (E. Kovac)

RiesSenie. Pretoze tisecka BD nie je priemerom kruznice k, jej dotyc¢nice v bodoch B
a D nie st rovnobezné, takze sa pretinaju v bode, ktory oznacime G.

(i) Predpokladajme, Zze bod G lezi na priamke AC, napriklad na polpriamke opac¢nej
k CA (obr.1). (Ak lezi bod G na polpriamke opa¢nej k AC, vymenime oznalenie
vrcholov A a C, ktoré ni¢ nemeni na rovnosti, ktort mame dokézat.) Trojuholniky
ABG a BCG sa zhoduju ako vo vnutornych uhloch pri spolo¢nom vrchole G, tak
vo vnutornych uhloch BAG a CBG (podla vety o obvodovom a tsekovom uhle pre
tetivu BC' kruznice k). Preto st tieto trojuholniky podobné, teda plati |AB| : |BC| =
= |GB]| : |GC|. Analogicky pomer |AD| : |CD| = |GD| : |GC| vyplyva z podobnych
trojuholnikov ADG a DCG. Ked porovname oba pomery a prihliadneme na rovnost
|GB| = |GD| (tseky dotyénic z bodu G ku kruznici k), zistime, ze plati |AB| : |BC| =
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= |AD| : |CD|, odkial uz vyplyva rovnost |AB|-|CD| = |AD| - |BC].

Obr. 1

(ii) Predpokladajme teraz, ze plati rovnost |AB| - |CD| = |AD| - |BC| a ze bod G
lezi v rovnakej polrovine s hrani¢nou priamkou BD ako bod C (inak opétf vymenime
oznacenie bodov A a C, ktoré priamka BD oddeluje.) Potom polpriamka GC' pretina
kruznicu k£ v dvoch bodoch, v bode C a v bode, ktory ozna¢ime A’ (obr.2). Pre stvo-
ruholnik A’BC'D moZzeme pouzit tvrdenie dokdzané v ¢asti (i), dostaneme tak rovnost

Obr. 2

|A’B|-|CD| = |A'D|-|BC|. Porovnanim s rovnostou |AB|-|CD| = |AD|-|BC| zistime,
ze plati |[A'B| : |AB| = |A’D| : |AD|. Tento pomer spolu so zhodnostou uhlov BA'D
a BAD (obvodové uhly nad tetivou BD kruznice k) znamend, ze trojuholniky BA’D
a BAD st podobné podla vety sus. Pretoze vSak strane BD zodpoveda strana BD, ide
o zhodné trojuholniky (leZiace v rovnakej polrovine s hrani¢nou priamkou BD), teda
body A a A’ st totozné. Bod G preto lezi na priamke AC.

4. V obore redlnych cisel rieste sustavu rovnic
22 =1 =p(y + 2),
y* —1=p(z+x),
2 —1=p(x+y)
s mezndamymi x, y, z a parametrom p. Vykonajte diskusiu poctu rieseni.  (E. Kovac)

Riesenie. Odcitanim prvych dvoch rovnic sustavy dostaneme

?—y* =ply—=x), &ze (z—y)(z+y+p) =0



Odtial vyplyva, ze aspoii jeden z ¢initelov (z—y) a (x+y+p) je rovny nule, takze ¢islo y
je rovné x alebo —p — x. Podobne odc¢itanim prvej a tretej rovnice stustavy zistime, ze
z € {x,—p — x}. Spolu to znamena, ze kazdé rieSenie (x,y, z) danej ststavy je (az na
poradie) trojica tvaru (u,u,u) alebo (u,u, —p — u).

(i) Trojica (u,u,u) je rieSenim préave vtedy, ked &islo u splita rovnicu u? — 1 = 2pu.
Jej ipravou dostaneme (u — p)? = p? + 1, odkial vidno, Ze pre kazdé redlne p existuji
dve rozne ¢isla u a st rovné p £ 1/p? + 1. Im zodpovedaju prvé dve riesenia povodnej
sustavy

ri=yi=21=p+ VP +1l a za=y2=20=p—\p*+1 (1)

(ii) Hladajme teraz vSetky rieSenia ststavy tvaru (u,u,—p — u). Lahko si uvedo-
mime, Ze trojica ¢isel (u,u, —p—u) (v akomkolvek poradi) je rieSenim povodnej stustavy
prave vtedy, ked ¢islo u sticasne vyhovuje dvom rovniciam
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w?—1=plu—p-u) a (-p—u)’

—1=np(u+u).

Je zrejmé, Ze kazda z tychto rovnic je ekvivalentna s rovnicou u? = 1 — p?. Vidime, ze
v pripade |p| > 1 ¢islo u neexistuje, v pripade |p| = 1 plati « = 0 a v pripade |p| < 1
existuju dve ¢isla u a st rovné £1/1 — p?. Zodpovedajice rieSenia povodnej ststavy s
dve trojice cisel

r3=yz3=+1-p?> a z3=-p—+1-p?
Ta=ys=—\1-p* a z4=-p++1-p?

a dalej vSetky ich permutéacie

(2)

(5,95, 25) = (v3, 23,23), (T6,Y6,26) = (T4, 24, Ta),

($7,y7,Z7) = (Z3,CC3,£U3), (3787y8;28) = (24,374,374)«

3)

(Vztahy (2) a (3) mozeme pouzit aj v pripade |p| = 1, musime v8ak mat na paméti,
ze poskytuju len tri rozne rieSenia, lebo tretie rieSenie je totozné so Stvrtym, piate so
Siestym a siedme s 6smym.)

Teraz este posudime, kedy st niektoré riesenia uvedené v (2) a (3) totozné s riese-
niami uvedenymi v (1). Tak4 situdcia nastane, pokial plati [p| < 1 a je splnend niektora
z rovnic

V1i—-p?P=—-p—+1—p% resp. —\/1—-p?>=—-p++/1-—p2

Jednoduchym v§poctom zistime, Ze prva rovnica ma jediné riesenie p = —2/1/5 (pre
také p tretie, piate a siedme rieSenie st totozné s prvym rieSenim) a ze druha rovnica ma
jediné riesenie p = 2/4/5 (pre také p Stvrté, Sieste a dsme rieSenie st totozné s druhym
rieSenim).

Odpoved. Vsetky riesenia (x;,y;, z;) danej sistavy rovnic si popisané vzorcami (1),
(2) a (3). Ak |p| > 1, existuju prave dve rozne rieSenia (s indexami i = 1,2). Ak |p| <
<1 a |p| #2/v/5, existuje prave osem roéznych rieseni (s indexami i = 1,2,...,8). Ak
lp| = 1 alebo |p| = 2//5, existuje prave pif roznych rieseni (s indexami i = 1,2,3,5,7
pre hodnoty p =1, p= —1, p = 2/+/5 a s indexami i = 1,2,4,6,8 pre p = —2//5).
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