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1. V obore celych cisel rieste sustavu rovnic

(4a)s5 + Ty = 14,
(2y)5 — (31’)7 = 74,

kde (n)r znaci ndsobok ¢isla k najblizsi k ¢islu n. (P. Cernek)

RieSenie. Z prvej rovnice danej sustavy vyplyva, ze ¢islo 7y — 14 = 7(y — 2) je delitelné
piatimi, takze y = 5s 4+ 2 pre vhodné celé s. Potom plati 2y = 10s 4 4, a preto
(2y)s = 10s + 5. Po dosadeni do sustavy dostaneme dvojicu rovnic (4x)s + 35s = 0
a 10s — (3x)7 = 69. Ked od¢itame od dvojnasobku prvej rovnice sedemnéasobok druhej
rovnice, vyli¢ime nezndmu s a pre nezndmu x dostaneme rovnicu 2(4x)s + 7(3z)7 =
= —483. Pretoze funkcia F'(t) = 2(4t)5+7(3t)7 je v celoCiselnej premennej ¢ neklesajica
a plati F'(—18) = —532, F(—17) = —483 a F(—16) = —473, ma nasa rovnica F(x) =
= —483 jediné rieSenie © = —17. Z rovnice (4x)5 + 35s = 0 potom vyplyva s = 2, takze
y = 12. Skasku pre dvojicu (x,y) = (—17,12) urobime lahko dosadenim.
Dan4 ststava ma jediné riesenie (x,y) = (—17,12).

Iné rieSenie. Pre kazdé celé ¢islo ¢ zrejme platia nerovnosti t — 2 < ()5 St + 2
at—3< (t)y < t+ 3. Podla nich dostaneme z danej stistavy rovnic stistavu nerovnic

12 < 42 + 7y < 16,
69 < 2y — 3z < 79.

Z tejto stustavy vylucime napriklad nezndmu x. Pre vyraz 3(4x + 7y) +4(2y — 3x), ktory
sa rovna 29y, tak dostaneme odhady

299 <3-164+4-79=364 a 29y =3-12+4-69 = 312.

Z nerovnosti 312 < 29y < 364 vSak vyplyva y € {11,12}. Z prvej rovnice povodnej
sustavy pre y = 11 vychadza (4x)s; = —63, ¢o nie je nasobok piatich, zatial ¢o pre
y = 12 vychadza (4z)s = —70, odkial —72 < 4z < —68, takze x € {—18,—17}. Nutne
teda plati y = 12; po dosadeni do druhej rovnice ststavy zistime, ze tato rovnica je
splnend pre x = —17, nie vSak pre z = —18. Jedinym rieSenim je teda dvojica (x,y) =
= (-17,12).

2. Uvazujme lubovolny rovnostranny trojuholnik K LM, ktorého vrcholy K, L a M leZia
postupne na strandch AB, BC a C'D daného stvorca ABCD. Najdite mnozinu stredov
strdan vsetkych takych trojuholnikov K LM . (J. Zhouf)

Riesenie. Oznac¢me S stred strany K L lubovolného z uvazovanych trojuholnikov K LM
(obr.1). Pretoze oba uhly LCM a LSM su pravé, je stvoruholnik CMSL tetivovy,
a preto |[AMCS| = |AMLS| = 60°. Bod S teda lezi na pevnej usecke C'E, ktorej
krajny bod F € AB je dany rovnostou |{ EC D| = 60°. UkdZeme, Ze hladanou mnozinou
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vsetkych stredov S je ista tisecka medzi bodmi C' a FE, ktorad je ur¢end podmienkami
SeCFE,

(i) |AS|=|BS| a (i) |£CBS|= 45°.

Z tychto podmienok zrejme vyplyva, Ze sa jedna o tisecku F'G, kde F' je vrchol rovno-
stranného trojuholnika CDF' a GG je ten bod strany C'F', ktory lezi na uhlopriecke BD,
obr. 2. Z bodov tsectky CFE totiz podmienku (i) spliajt prave body tsecky C'F, pod-
mienku (ii) prave body usecky EG.

Spomenuté tvrdenie dokazeme tak, ze vnutri tisecky C'E zvolime Tubovolny bod S
a pokusime sa rekonstruovat vyhovujuici trojuholnik K LM , ktorého strana K L ma stred
vo zvolenom bode S. Zistime, ze taky trojuholnik K LM existuje prave vtedy, ked bod S
spliia obe podmienky (i) a (ii). Vrafme sa znova k obr. 1. Pretoze uhol K BL je pravy,
su podla Talesovej vety vSetky tri tsecky SK, SB a SL zhodné. Preto mozno body K,
L uré¢it ako priese¢niky tseciek AB, BC' s kruznicou so stredom S a polomerom |SB|.
Taky prieseénik K (K # B) existuje prave vtedy, ked plati podmienka (i), priese¢nik L
(L # B) existuje prave vtedy, ked plati nerovnost |BS| < |CS|, ¢ize |[{BCS| < |£CBS|.
Pretoze vsak |£ BC'S| = 30°, je posledna nerovnost zarucena silnejSou podmienkou (ii),
ktorej nutnost sa ukaze za chvilu. Ak uz poznédme body K a L, mozeme uréit bod M
ako priesecnik strany C'D s osou usecky K L. Predpokladajme, ze taky priesecnik M
existuje; zostrojeny rovnoramenny trojuholnik K LM je potom naozaj rovnostranny,
lebo stvoruholnik CMSL je tetivovy (uhly pri vrcholoch C' a S st pravé), a preto
plati [{MLS| = |AMCS| = 60°. Zostava preto posudit, kedy existuje priese¢nik
usecky C'D s osou tsecky KL, teda kedy body C, D lezia v opaénych polrovinach
ur¢enych spomenutou osou, ktoré si popisané nerovnicami |[KX| £ |LX| a |[KX]| 2
= |LX]|. Pretoze plati |KC| 2 |BC| a |BC| 2 |LC|, teda |KC| = |LC]|, je nasou
ulohou zistit, kedy je splnena nerovnost |KD| < |LD|. Z pravouhlych trojuholnikov
KDA a LDC usudime, Ze posledna nerovnost plati prave vtedy, ked |AK| < |LC], ¢ize
|KB| = |LBJ, ¢ize |{BLK| = 45°. Uhol BLK je ale zhodny s uhlom C'BS (vieme totiz,
ze |SB| = |SL|), a tak dostavame podmienku (ii). Dokaz je hotovy.




3. Dokdzte, zZe prirodzené cislo A je druhou mocninou niektorého prirodzencho cisla
prdave vtedy, ked pre kazdé prirodzené n je aspori jeden z rozdielov

(A+1)2— A (A+2)*—A (A+3)* A, ..., (A+n)3*-A

delitelny islom n. (P. Kariovsky)

RieSenie. (i) Predpokladajme najskor, ze A = d? pre niektoré prirodzené d. Potom
pre kazdé j =1,2,... ,n plati

(A4 )2 —A=(d>+j)? —d®> = (d*> —d+ j)(d*> + d + j);

pretoze jedno z n po sebe iducich ¢isel (d? — d + j), kde j = 1,2,... ,n, je delitelné
¢islom n, je ¢islom n delitelné aj prislugné ¢islo (A + j)% — A.

(ii) Predpokladajme teraz, ze ¢islo A nie je druhou mocninou ziadneho prirodze-
ného ¢isla. V rozklade ¢isla A na prvocisla sa potom niektoré prvocislo p vyskytuje
v neparnym exponentom, teda p**~! | A a p?* | A pre vhodné prirodzené k. Ukazme,
7e napriklad ¢islo n = p?* nemé vlastnost z textu talohy. Pripustme naopak, Ze pre
niektoré j = 1,2, ... ,p?* je rozdiel (A+j)% — A delitelny ¢islom p?*. Cisla (A+j)% a A
potom dévaji rovnaké zvysky pri deleni éislom p?*, a teda aj pri deleni ¢islom p?*~1.
Pretoze ¢islo A je delitelné ¢islom p?*~1, nie v8ak ¢islom p?*, plati to isté aj o &isle (A +
+ 7)2. To je ale spor, lebo (A + j)? je druhd mocnina prirodzeného éisla.

4. Najdite vsetky dvojice redlnych cisel a, b, pre ktoré md rovnica

ar? —24x +b
_ =
2 —1

v obore redlnych cisel prave dve riesenia, pricom ich sucet je 12. (P. Cernek)

RieSenie. Po vyndsobeni oboch stran rovnice vyrazom 22 —1 (ktory je rovny nule prave
vtedy, ked =z € {—1,1}) a po prevedeni vSetkych ¢lenov na jednu stranu dostaneme
kubickt rovnicu

23 —az® + 23z —b=0. (1)

Ako dobre vieme, kazda kubickd rovnica s redlnymi koeficientmi mé v obore realnych
¢isel bud jeden, alebo tri korene (ak ich poc¢itame aj s ich nasobnostou). Pretoze obe
rieSenia povodnej rovnice st korene rovnice (1), musi mat tato rovnica tri redlne korene.
Pre tieto ¢isla x1, xo, x5 a pre koeficienty rovnice (1) platia zndme Vietove vztahy

T+ T2 + 23 = aq,
T1T2 + Tr1T3 + Tol3g = 23, (2)

T1Xox3 = b.

Aby sme sa dalej vyhli niektorym sktiSkam, pripometime znamy fakt, ze kazdé rieSenie
ststavy rovnic (2) je tvorené trojicou korefiov rovnice (1), vSetky rieSenia (2) st teda
permutéacie tej istej trojice cisel.



Predpoklad o dvoch rieSeniach povodnej rovnice znamenad, ze bud préave jeden z ko-
refniov 1, Ta, 3 patri do mnoziny {—1, 1} a ostatné dva korene su rézne, alebo je jeden
z korenov x1, z2, 3 dvojnasobny a ziadny z nich do mnoziny {—1, 1} nepatri. RieSenie
povodnej rovnice mozno preto oznacit s a 12 — s tak, Ze nastane jedna z nasledujtucich
moznosti: (z1,ze,x3) = (—1,5,12 — 3), (21,22, 23) = (1, 5,12 — 3), alebo (x1,z2,23) =
= (s,8,12 — s); vzdy pritom plati s ¢ {—1,1,6,11,13}. Vymenované moznosti teraz
jednotlivo posudime.

(i) (z1,x2,23) = (—1,s,12 — s). Ststava (2) ma po dosadeni a tprave tvar

a=11, s*—-125—-35=0, b= —s(12—s).
Druhé rovnica mé dva korene s = 5 a s = 7, ktorym podla tretej rovnice zodpovedéa
rovnakd hodnota b = —35. Dvojica (a,b) = (11, —35) je rieSenim tlohy.

(ii) (z1,22,23) = (1,s,12 — ). Stistava (2) ma po dosadeni a tprave tvar

a=13, s> —1254+11=0, b=s(12—s).

Druha rovnica ma korene s = 1 a s = 11, ktoré vSak patria k nepripustnym hodnotam s
(ako sme ukazali vyssie).

(iii) (w1, 2, 23) = (s,5,12 — s). Ststava (2) méa po dosadeni a tGprave tvar

a=s5+12, s*—245+23=0, b=s*(12—3s).

Druhé rovnica ma korene s = 1 a s = 23. Hodnota s = 1 je nepripustné, hodnote s = 23
podla prvej a tretej rovnice zodpovedaji hodnoty a = 35 a b = —11 - 232 = —5819.
Dvojica (a,b) = (35, —5819) je rieSenim tlohy.

Hladané dvojice (a,b) st dvojice (11, —35) a (35, —5819).

5. V rovine je dany trojuholnik K LM a bod A leZiaci na polpriamke opacnej k pol-
priamke K L. Zostrojte pravouholnik ABC D, ktorého vrcholy B, C a D leZia postupne
na priamkach KM, KL a LM. (P. Calabek)

Riesenie. Predpokladajme, ze ABCD je hladany pravouholnik, a ozna¢me A’B’'C’'D’

jeho obraz v posunuti o vektor BA (obr.3, B’ = A). Bod A’ lezi na priamke stimerne
zdruZenej s priamkou K M podla stredu A — zodpovedajice priesecniky tejto priamky
s priamkami LK a LM ozna¢me K’ a M’. Pretoze uhlopriecka AC hladaného pravou-
holnika lezi na priamke K L, je uhlopriecka A’C’ posunutého obdlznika A’B’'C'D’ s KL
rovnobezna. V rovnolahlosti so stredom M’, ktora zobrazuje bod A’ do bodu K’ (a bod
C' = D do bodu L), zodpoveda pravouhlému trojuholniku A’ AC” trojuholnik K’'A” L.
Bod A” uz dokazeme zostrojit, pretoze lezi na Talesovej kruznici nad priemerom K'L
a na priamke M’A. Teraz uz lahko zostrojime hladany pravouholnik ABCD. Najskor
uréime body A’ a C' = D, ktoré st obrazmi bodov K’ a L v rovnolahlosti so stredom M’
ktoré zobrazuje bod A” do bodu A a k nim doplnime vrcholy B a C ako obrazy bodov

—
B’ = A, C' = D v posunuti o vektor A’A = AB.

Pretoze bod A lezi vnutri tsecky K'L a M’ # A, pretina priamka M’A Téalesovu
kruznicu nad priemerom K'L vzdy v dvoch bodoch. Ak je A” jeden z priesecnikov
uvedenej Téalesovej kruznice s priamkou M’'A a M’ # A”, uréuji body A, A” hladant
rovnolahlost so stredom M’. Pokial teda bod M’ nelezi na kruZnici s priemerom K'L,
ma tloha dve rdézne riesenia ABC'D, A1 B1C1D; (obr.4). V opa¢nom pripade mé tloha
iba jedno riesenie.



Obr. 3 Obr. 4

6. Nech R* je mnoZina vsetkych kladnyjch redlnych dcisel. Ndjdite vsetky funkcie
f: Rt — RY spliajice pre lubovolné x,y € RT rovnost

f(zf(y) = fzy) + =
(P. Kanovsky)

RiesSenie. Ked dosadime do danej rovnice za = hodnotu f(x), dostaneme rovnicu

F(f@) fW) = F(f(@)y) + f(2),

z ktorej vyjadrime f(f(x)y) = f(f(x)f(y)) — f(x). Iné vyjadrenie rovnakého vyrazu
f ( f (m)y) dostaneme, ked v pévodnej rovnici vymenime navzajom hodnoty x a y; vyjde
ném f(f(z)y) = f(yz) + y. Porovnanim oboch vyjadreni tak dostaneme rovnicu

F(f@)f(y) = flyz) +y+ f(2),

ktorej lava strana sa nezmeni, ked vymenime navzdjom hodnoty xz a y. Rovnaki
vlastnost musi preto mat aj prava strana tejto rovnice, takze musi platit

flyz) +y+ f(x) = flay) + =+ f(y), cize y+ f(x)=x+ f(y).

Dal$ou zrejmou tipravou dostdvame rovnicu f(z) —z = f(y) —y, ktord musi byt splnend
pre Tubovolné z,y € RT. Znamend to, %e funkcia z — f(z) — z je na mnoZine R*
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konstantnd, teda hladana funkcia f musi mat tvar f(x) = x + ¢ pre vhodné ¢islo c. Po
dosadeni tohto predpisu do oboch stran pévodnej rovnice mame

F(ef W) = 2/ ) +c=a(y+ ) +c=ay +cx + e,
flay) +x=(zy+c)+z=2y+x+c.

Zistujeme, Ze vyhovuje jedine ¢ = 1. Hladana funkcia f je teda jedind a je urcend
vztahom f(z) =z + 1.



