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1. Do tabulky 4 x 4 st vpisané kladné redlne cisla tak, Ze sicin v kaZdej pitici tvaru
je rovny 1. Zistite mazimdlny pocet roznych &isel zapisanych v tabulke.  (P. Cernek)
Riesenie.

Ozna¢me a, b, ¢, d, e, f, g, h, i ¢isla vpisané do Tavého horného Stvorca 3 x 3
tabulky (obr.1). Ked porovname stéiny pre pitice tvaru ' a i umiestnené v tejto
casti tabulky, musi platit abcde = bdefg, ¢ize ac = fg. Analogicky pre pitice Ho
a ol nam vyjde ahfdi = cigdh, ¢ize af = cg. Pretoze vietky ¢isla st kladné, vyplyva
z oboch rovnosti f = ¢ a g = a. Zaroven si uvedomme, ze tuto vlastnost (t.j. rovnost
¢isel v protilahlych rohoch Stvorca 3 x 3) musi mat kazdy zo Styroch takych Stvorcov,
ktoré v tabulke existuji. To vyuzijeme pri dalsom dopliiani danej tabulky.
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Obr. 1 Obr. 2

Uvazujme opit umiestnenie H' v Tavom hornom rohu danej tabulky s vpisanymi
¢islami a, b, ¢, d, e, doplnme dalsie ¢isla podla prave dokézanej vlastnosti a oznacme
x chybajice ¢islo v pitici o (obr. 2). Porovnanim oboch zhodnjch stéinov dostavame
abcde = abdex, ¢ize x = c. Keby sme rovnakii ivahu urobili pre pétice poli Eﬁj a ﬁ:\:!,
ktoré dostaneme z uvazovanych pitic preklopenim podla zvislej osi danej tabulky, vyjde
nam analogickd rovnost aj pre dalsie dve dvojice poli tabulky (obr. 3).
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Obr. 3 Obr. 4

Teraz uz mame tabulku vyplnent celt az na dve policka, do ktorych vpiseme ¢islo y
(obr. 4). Porovnanim sué¢inov v oboch vyznacenych péticiach dostavame abede = abedy,
¢ize y = e. Analogické rovnost musi vSak platit aj pre druhé dve centralne polia tabulky
leziace na druhej uhlopriecke, t.j. d = a. Staci, aby sme celd avahu zopakovali pre pétice
poli, ktoré vznikni z uvazovanych pétic preklopenim podla zvislej osi danej tabulky.

Vsimnime si teraz vo vyplnenej tabulke piitice poli vyznacenych na obr. 5. Zrejme
musi platit a?bce = abce?, éize a = e. Vidime, ze tabulka obsahuje najviac tri rézne ¢isla
a, b, ¢ (obr.6), pricom a3bc = 1. Teraz zostava overit, Ze rovnaky sucin a>bc ma kazda
pitica poli tvaru ", ktortt mozno do tabulky umiestnif. Pretoze vyplnené tabulka je
osovo sumernd podla oboch uhloprie¢ok, a teda aj stredovo stiimernd, staci to overit
len pre $tyri mozné polohy rovnako orientovanych pétic (napr. Eﬁj vo zvycajnej polohe
pismena T).
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Odpoved. V tabulke st zapisané najviac tri rézne kladné é&isla a, b, ¢, pricom a3bc =
=1.

2. Urcte, kolko ¢isel mozZeme vybrat z mnoziny {1,2,3,...,75599, 75600} tak, aby medzi
nima bolo ¢islo 75600 a aby pre lubovolné dve vybrané ¢isla a, b platilo, Ze a je delitelom b
alebo b je delitelom a. (Uvedte vSetky moznosti.) (J. Foldes)

RieSenie. Uvazujme mnozinu M, ktora spliia podmienky zo zadania. Pretoze M ob-
sahuje ¢islo 75600, musi byt aspon jednoprvkova. Dalej si véimnime, Ze pokial z mno-
Ziny M odstranime nejaké ¢islo a # 75 600, dostaneme mnozinu M’ C M, ktora rovnako
spliia dané podmienky. Overme to. Mnozina M’ aj nadalej obsahuje &slo 75 600. Ak st
x, y Tubovolné dve ¢isla z mnoziny M’, plati pre ne automaticky, ze x | y alebo y | x,
pretoze to pre ne plati ako pre prvky mnoziny M.

Tym sme vlastne dokézali, Ze pokial ndjdeme mnozinu, ktora méa m prvkov a spliia
podmienky zadania, tak existuje k-prvkovd mnozina pozadovanych vlastnosti pre Tubo-
volné k, 1 < k < m. Stadi teda ndjst vyhovujicu mnozinu, ktord mé maximalny mozny
pocet prvkov

Ak je a lubovolny prvok mnoziny M, je predovSetkym a < 75600. Pokial a <
< 75600, musi podla zadania platit, Ze a | 75 600. Mnozina M teda obsahuje len delitele
¢isla 75 600.

Prvocéiselny rozklad ¢isla 75600 je 75600 = 24 - 33 - 52 . 7. Kazdy delitel ¢isla 75600
mé teda tvar 2¢-3% .57 .70 kde 0 S <4,0<3<53,0~7=<2 06 < 1. Kazdy
prvok M je preto charakterizovany usporiadanou Stvoricou («, (3,7, §) zodpovedajucich
exponentov v uvedenom rozklade na prvocisla. Ak st p a p’ dva rozne prvky M a plati
napriklad p < p’, tak podla zadania musi stcasne platift « < o/, 3 3, v <+, § £,
pri¢om aspon jedna nerovnost musi byt ostra (inak by platilo p = p’), odkial vyplyva
nerovnost a + B +~v+0 < o' + 3 + v+ ¢'. Pretoze v nasom pripade 0 < o+ 3+ +
+ 0 =< 10, mdZe mnozina M obsahovat najviac 11 prvkov. Takou je napr. mnozZina

D= {1,2,22,2%,2% 2%.3 2*.32 2%.33% 2¢.3%.5 2¢.3%.52 2¢.3%.52.7},

Tym sme dokazali, Ze z danej mnoziny moézeme (vratane ¢isla 75600) vybrat pozado-
vanym sposobom 1,2,... 11 prvkov.

3. Nech k je polkruznica zostrojend mad priemerom AB, ktord leZi vo vnitri $tvorca
ABCD. Uvazujme jej dotyénicu ty z bodu C' (réznu od BC') a oznaéme P jej priesecnik
so stranou AD. Nech ty je spolocnd wvonkajsia dotycnica polkruznice k a kruznice
vpisanej trojuholniku CDP (rozna od AD). Dokdzte, Ze priamky t1 a to si navzdjom
kolmé. (J. Svréek)

RieSenie. Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze dlzka strany §tvorca ABCD
je 1. Ozna¢me M stred strany AB a U prieseénik priamok ¢y, t5 (obr. 7). Dalej ozna¢me
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¢ kruznicu vpisant trojuholniku CDP, S jej stred a r polomer. Dalej nech Q a R st
postupne dotykové body priamky t; s kruznicou ¢ a polkruznicou k. Polozme z =
= |AP)|. V rieSeni vyuzijeme znamy fakt, ze vzdialenosti oboch dotykovych bodov od
priesecnikov dotycnic stt zhodné. Takto napriklad dostavame

ICP| = |CR| + |RP| = |CB| + |AP| =1 + a. (1)

Riesenie urobime v troch krokoch, pritom kazdy z nich urobime viacerymi spésobmi:
1. krok. Vjpocet dlzky x.
2. krok. Vypocet polomeru 7.
3. krok. Dokaz kolmosti priamok ¢ a ts.
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Obr. 7

1. krok, 1. sposob.
Uvazujme pravouhly trojuholnik C'DP. Dizka jeho prepony sa podla (1) rovna 1+
+ 2 a dlzky odvesien st 1 a 1 — z Z Pytagorovej vety teda dostdvame

(142> =12+ (1 - 2)

Riesenim tejto (po uprave linearnej) rovnice je x = 1/4.
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1. krok, 2. sposob.

Oznac¢me C’ bod, ktory vznikne oto¢enim bodu C' okolo stredu M o 90° v kladnom
smere. Potom bod C’ lezi na priamke p, ktord je obrazom priamky BC' v uvedenom
otoceni (obr. 8), priom rovnobezné tsecky C’'E a AM maji rovnakit dizku 1/2. Pretoze
priamka M P je osou uhla AM R a priamka M C osou uhla BM R, st priamky M P a MC
navzajom kolmé, takze bod C’ lezi na priamke M P. Trojuholniky PAM' a PEC’ st
teda simerne zdruzené podla stredu P, a preto x = |AP| = |AE|/2 = 1/4.

2. krok, 1. sposob.

Ak je o polomer kruznice vpisanej trojuholniku so stranami a, b, ¢, je jeho obsah
rovny (a+b-+c)p/2. Pre pravouhly trojuholnik C'D P, v ktorom pozname dlzky vietkych
stran, tak dostdvame (pripomenime, ze |PC| =1+ x = 5/4)

1CD| - |DP| 1

$(|CD|+ |DP|+ |PC|) 4
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Obr.9

2. krok, 2. sposob.

Nech A”B" je obraz tsecky AB v posunuti v smere polpriamky CB o dizku 1/2
(obr.9). Ozna¢me D’ prieseénik priamok A”B” a t;. Potom kruznica, ktorej ¢astou je
polkruznica k, je vpisana trojuholniku D’ B"”C' a naviac su trojuholniky D’B”C a CDP
podobné. Pomer polomerov ich vpisanych kruznic je teda rovny pomeru ich kratsich
odvesien. To znamen4, ze (1/2) : r = (3/2) : (3/4), ¢ize r = 1/4.

3. krok, 1. sposob.

Podla druhého kroku vieme, Ze priemer kruznice £ je rovny polomeru polkruznice k.
Preto priamka p (os tsecky AD) je spolo¢nou vnutornou doty¢nicou polkruznice k
a kruznice ¢ (obr.10). Pritom priamka p je kolma na priamku AD, ktora je ich
vonkajSou spolo¢nou doty¢nicou. V osovej simernosti podla spojnice stredov SM oboch
kruznic je obrazom vonkajsej dotycnice AD vonkajSia dotyc¢nica to a obrazom vniitorne;j
dotyc¢nice p vnutorna dotycnica t1. Preto st navzajom kolmé aj dotycnice t; a to.

3. krok, 2. sposob.
Oznaéme V prieseénik priamky t5 so stranou C'D. Pretoze dlzky oboch spoloénych
vonkajsich doty¢nic (pokial ich berieme ako tsecky, ktorych krajnymi bodmi st doty-
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kové body) polkruznice k a kruznice ¢ st zhodné, t.j. |AT| = |A"T’|, dostavame na

zéklade zhodnosti dlzok doty¢nic z bodu P ku kruznici ¢ a zhodnosti dlZok dotyénic
z bodu U k polkruznici k

|AT| = |AP| + |PT| = |AP| + |PQ| = 2|AP| + [RQ],
[A'T'| = |[A'U|+ [UT'| = |RU| + [UQ| = |RQ| +2UQ,

¢o znamend, ze |[UQ| = |AP| = 1/4. Dalej z rovnosti dlZok doty¢nic z bodu C
k polkruznici k a kruznici ¢ dostavame |RQ| = |CR| — |CQ| = |CB| — |CW| =1 —
—3/4 = 1/4. To znamen4, ze |PU| = 3/4 = |PD)|, takze §tvoruholnik PUV D je deltoid,
a teda |[{PUV|=|LPDV|=90°, t.j. priamky ¢; a t3 st navzajom kolmé.

Tym je dokaz hotovy.

4. Pokial mdme n 2 2 prirodzenych c¢isel, moZeme s nimi spravit nasledujicu operdciu:
Vyberieme niekolko z nich, ale nie vsetky a kazdé z vybranych cisel nahradime ich
aritmetickym priemerom. Zistite, ¢i je mozné pre lubovolni zaciatoéni n-ticu dostat po
konecnom pocte krokov vsetky cisla rovnake, ak n sa rovnd

a) 2000, b) 35, c) 3, d) 17. (J. Foldes)

Riesenie. Rozoberme najprv pripad a), teda n = 2000. Vyberme tisic ¢isel a urobme
s nimi dant1 operaciu. Potom vezmime zvysnych tisic ¢isel a rovnako s nimi urobme
dant operaciu. Dostaneme tisic ¢isel rovnych a a tisic ¢isel rovnych b. Pokial a = b, je
tloha vyrieSena. Pokial a # b, tak postupne vyberajme ¢islo rovné a a ¢islo rovné b
a nahradme ich priemerom (a + b)/2. Takto moézeme vybrat 1000 dvojic a vSetky ¢isla
nahradit ¢islom (a+b)/2. Teda pre n = 2000 existuje postupnost krokov, ktora prevedie
TubovoInych 2000 ¢isel na rovnaké ¢isla.

Pripad n = 35 budeme riesit podobne. Vyberme 7 disjunktnych piitic a v kazdej
z nich urobme operaciu popisant vyssie, pricom v kazdej dostaneme rovnaké cisla.
Z kazdej nanovo vytvorenej pétice vyberieme teraz jedno ¢islo. Dostaneme 7 ¢isel,
s ktorymi opét urobime dant operaciu. Podobnym spdsobom vyberme dalSie sedmice
a vytvorme zodpovedajuce priemery. VSetky sedmice budu rovnaké, lebo v kazdej patici
mame rovnaké c¢isla. Vsetky ¢isla buda teda rovnaké. Aj v tomto pripade existuje
postupnost krokov, ktoré prevedie lubovolnych 35 ¢isel na rovnaké ¢isla.
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Uvazujme n = 3. Uvazujme trojicu ¢isel (1,1,2). Robit dant operédciu s dvoma
jednotkami nemé zmysel, takze po prvom kroku, ktory zmeni nasu trojicu, dostaneme
¢isla (1,3/2,3/2). Znovu sme dostali dve ¢isla rovnaké, ktoré sa neoplati ,,priemerovat .
Teda dalsi krok, ktory zmeni nasu trojicu, ju necha v tvare (5/4,5/4,3/2). VSimnime
si, ze po kazdom kroku je sucet c¢isel rovnaky. Dokazeme to aj vo vSeobecnom pripade.

Oznacme aq,as, ... ,a, dané ¢isla. Bez ujmy na vsSeobecnosti urobme krok s prvymi m
(m < n) ¢islami. Dostaneme ¢isla
ay+ag+ ...+ apy ar+ag+...+am
[ y dm+1y--- 5, 0n-
m m
A o
Vv
m-krat

Ich stcet je m- (a1 +as+...+am)/m+ami1+...+a, =a1+...+a,. Tym je uvedené
tvrdenie dokazané.

Ak teda mame dostat z ¢isel (1,1, 2) vSetky ¢isla rovnaké, na konci tprav musime
dostat vsetky ¢isla rovné (24+1+1)/3 = 4/3. VSimnime si, ze pri postupnych krokoch sa
v menovateli ¢isel objavuji len mocniny c¢isla 2. Dokézeme to matematickou indukciou.

V prvom kroku to zrejme plati. Po k krokoch méame tri ¢isla, ktoré maja v me-
novateli len mocniny ¢isla 2. V dalSom kroku mézeme vybrat bud jedno ¢islo, ktoré
nam trojicu nezmeni, alebo dve ¢isla. Ak ich nahradime ich priemerom, budeme zrejme
delif ¢islom 2. A znovu dostaneme v menovateli len mocninu dvojky. V kazdom kroku
dostaneme teda do menovatela iba mocniny dvojky, ale na konci iprav tam mame mat
¢islo 3, ¢o je spor. Zistili sme, ze pre n = 3 neexistuje pre kazdu trojicu ¢isel postupnost
krokov, ktora zmeni vSetky cisla na rovnaké.

Pripad n = 17 dokézeme podobne ako pripad n = 3. Ukazali sme skor (pre
v8eobecné n), ze v kazdom kroku zostava zachovany sucet ¢isel. Vezmime teda nejaka
17-ticu prirodzenych déisel, ktorych stucdet nie je delitelny 17. Na konci méame dostat
17-ticu rovnakych ¢isel rovnych (a; + az + ... + a17)/17, pricom tento zlomok je
v zékladnom tvare. V ziadnom kroku vSak nedostaneme do menovatela ¢islo delitelné 17.
Toto tvrdenie znovu dokazeme indukciou. Prvy krok je zrejmy. Po k krokoch dostaneme
17-ticu ¢isel, v ktorych menovateloch nie je ¢islo delitelné 17. Z tychto ¢isel vezmime m <
< 17 a séitajme ich. Podla indukéného predpokladu dostaneme v menovateli najmensi
spolo¢ny nésobok menovatelov vybranych ¢isel. Ten podla indukéného predpokladu
nebude delitelny 17. Pokial teraz tento stucéet vydelime ¢islom m < 17, nedostaneme
v menovateli ¢islo delitelné 17. Preto ani po k + 1 krokoch nedostaneme v menovateli
¢islo delitelné 17. Pretoze na konci musime dostat éisla, ktoré maji v menovateli 17,
dostévame spor. Pre niektoré 17-tice prirodzenych ¢isel teda nedokdzeme néjst postup-
nost krokov, ktord z nich vytvori rovnaké ¢isla.

5. Zistite, pre ktoré redlne cisla p ma sustava
2’y — 2z = p,
2 _ 2
y'r—2y=2p—p
prdve tri riesenia v obore redlnych cisel. (P. Cernek)

RieSenie. Pokial vynasobime prvi rovnicu nezndmou y a druhd neznamou z, dosta-
neme na lavej strane oboch rovnic 22y? — 2zy. Porovnanim pravych stran mame

py =p(2—p)z. (1)
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Pokial p = 0, ma dana ststava tvar

2%y — 2z =0,

yix — 2y =0,
pricom po jednoduchej uprave

z(xy —2) =0,

y(zy —2) = 0.

Vidime, Ze stistava mé nekonecne vela rieseni. Je nim kazda dvojica (z,y) redlnych ¢isel
taka, ze xy = 2. (Okrem tychto dvojic je rieSenim iba dvojica x =y = 0.)
Pokial p = 2, dostaneme stustavu

x(xy —2) =2,
ktord ma jediné rieSenie y = 0, z = —1.

Vratme sa teraz k rovnici (1), pricom budeme dalej predpokladat, ze p ¢ {0,2}.
Rovnicu vydelime ¢islom p. Dostaneme

y=(2-pz. (2)

Dosadenim tohto vztahu do prvej z danych rovnic dostavame (p # 2) kubickd rovnicu

(2 —p)z® -2z —p=0. (3)

Riesenie kubickej rovnice vo vSeobecnosti nie je také jednoduché ako riesenie kvadra-

tickej rovnice. V nasom pripade vSak mozeme uhadnut jeden jej koren x = —1. Potom

mdzeme polyném (2 — p)z3 — 2z — p bezo zvysku vydelit koreiovym &initelom z + 1.
Vydelenim dostavame

(2-p)z’ =22 —p= (¢ +1)((2~p)2® + (p—2)z —p).
Staci teda vyriesit kvadratick( rovnicu
(2-p)2*+(p—-2)z—p=0. (4)
Uvedomme si, Ze nezndma ¥y je jednoznacne uréend nezndmou x pomocou vztahu (2).
Ak ma teda mat dand stustava prave tri rieSenia, musi mat rovnica (3) tri navzajom
rozne rieSenia. To znamend, Ze rovnica (4) musi mat dve rozne rieSenia, ktoré sa

naviac nerovnaju —1. Budeme skumat, kedy je diskriminant D rovnice (4) kladny.
Jednoduchym vypoctom dostavame

D=(p—2)°-42—-p)(-p) = (2-p)3p +2).
Odtial vidime, ze D > 0 prave vtedy, ked p € (—2/3,2). Dosadenim = = —1 lahko
vidime, Ze rovnica (4) ma korenn —1 len pre p = 4/3. Rovnica (3) ma preto tri rozne
rieSenia prave vtedy, ked p € (—2/3,0) U (0,4/3) U (4/3,2).
Obratene, ak ma rovnica (3) tri rozne rieSenia, mé tri rézne rieSenia aj stustava (2),
(3), ktoré je vSak pre p # 0 a p # 2 ekvivalentna s danou sustavou.

Odpoved. Dand ststava ma v obore realnych ¢isel prave tri rieSenia prave vtedy,
ked p € (—2/3,0) U (0,4/3) U (4/3,2).

Pozndmka. Ulohu mozno riesif viacerymi spésobmi — napriklad z prvej rovnice
vyjadrit nezndmu y pomocou z a to dosadit do druhej rovnice, alebo prva rovnicu
vydelif x a druha y a ziskané rovnice od¢itat. Oba tieto sposoby opit vedi ku kubickej
rovnici (3).



6. Je dany rovnostranny trojuholnik M PQ. Ndjdite mnozinu vrcholov C vsetkych troj-
uholnikov ABC' takjch, Ze body P, Q) su pdity vysok z vrcholov A, B a bod M je stred
strany AB. (J. Sim3a)

Riesenie. Uvazujme trochu vsSeobecnejsiu ulohu. Predpokladajme len, ze trojuhol-
nik M PQ je rovnoramenny so zakladiiou PQ, pricom |[£{PMQ| = ¢. Ozname Stan-
dardne «, (3, v vnutorné uhly trojuholnika ABC. Body P, @) su pity vysok z bodov
A, B, takze body A, B, P, ) lezia na kruznici so stredom M (ide o Talesovu kruznicu
nad priemerom AB). To znamend, ze |[MA| = |[MB| = |[MP| = |MQ)|, a teda
trojuholnik AM Q) (pokial A # @) je rovnoramenny; analogicky trojuholnik BM P.
Potom plati

|LAMQ| = 180° — 2|4 MAQ),
|{BMP| = 180° — 2[{MBP|,  |4PCQ|=". (1)

Dalej rozoberme niekolko pripadov podla toho, ¢i ma byt trojuholnik ABC' ostrouhly,
pravouhly, alebo tupouhly.

Pripad 1. Trojuholnik ABC' je ostrouhly (obr.11). Zrejme body M a C lezia
v opacnych polrovinach uréenych priamkou PQ. Naviac plati |[{MAQ| = «, |[{MBP| =
=0 a|LAMQ|+ ¢ + |£BMP| = 180°, odkial po dosadeni (1) dostavame vy = 180° —
—a—[=90°—¢/2.

Pripad 2. Trojuholnik ABC mé pri vrchole A pravy uhol (obr. 12). Zrejme body M
a C' lezia v opa¢nych polrovindch uréenych priamkou PQ. Dalej A = Q a |{ BMP| =
= 180° — . Z (1) potom vyplyva f = |[{MBP| = ¢/2, a teda v = 90° — ¢ /2. Pokial
je pravy uhol pri vrchole B, analogicky dostaneme v = 90° — ¢ /2.

Obr. 11 Obr. 12

Pripad 3. Trojuholnik ABC ma pri vrchole A tupy uhol (obr. 13). Zrejme body M
a C' lezia v opa¢nych polrovinach uréenych priamkou PQ. Pritom | M AQ| = 180° — «,
|AMBP| = a ¢ — |L{AMQ| + |£BMP| = 180°, odkial po dosadeni (1) dostavame
v =180° — o — 8 = 90° — ¢/2. Ak je tupy uhol pri vrchole B, analogicky dostaneme
v =90° — /2.



Obr. 13 Obr. 14

Pripad /. Trojuholnik ABC m4 pri vrchole C' tupy uhol (obr. 14). Zrejme body M
a C lezia v rovnakej polrovine uréenej priamkou PQ. Dalej z pravouhlych trojuholnikov
ABQ a ABP dostavame |[{MAQ| = a, |{MBP|=f a|{AMQ|+ |{BMP| =180° +
+ . Z (1) potom vyplyva v = 90° 4 ¢/2.

Zrejme trojuholnik ABC nemdze mat pri vrchole C' pravy uhol, inak by body C,
P, @ boli totozné. Celkovo sme teda dostali, Ze pokial bod C' lezi v polrovine opacnej
k polrovine PQM, plati [{PCQ| = 90° — ¢ /2, a ak bod C' lezi v polrovine PQM , plati
|£LPCQ| = 90° + /2. Mnozinou vSetkych takych bodov C' je teda kruznica, oznac¢me
mnoziny vSetkych bodov X takych, ze |[{PXQ| = 90° — ¢/2).

Naopak, nech C € k\ {P,Q} a MPQ je rovnoramenny trojuholnik so zaklad-
nou PQ. Potom si Tahko uvedomime, ako by sme zostrojili body A, B. Bod A lezi na
priamke C'Q) a na priamke, ktora je kolma na C'P a prechadza bodom P. Analogicky
dostaneme bod B. V takomto trojuholniku ABC budt body P, ) pitami vysok
z vrcholov A, B. Staci teda dokéazat, ze M je stred AB. Ozna¢me N stred strany AB.
Dokézeme, ze M = N. Oznacme ¢ = |{PNQ)|. Zrejme bod N lezi v polrovine PQM
a je stredom kruznice, na ktorej lezia body A, B, P, @, takze trojuholnik N PQ je
rovnoramenny so zakladniou PQ. Pritom z vysSie uvedenych tvah vyplyva, Ze pokial
bod C' lezi v polrovine opac¢nej k polrovine PQM, plati v = 90° — 1)/2, a pokial bod C'
lezi v polrovine PQM, plati v = 90° +1//2. To znameni, ze 1) = ¢. Naviac oba body M
a N lezia na osi usecky PQ. Takze nutne M = N, a teda M je naozaj stred strany AB.

Odpoved. HlTadanou mnozinou vSetkych vrcholov C je kruznica k s vynimkou bodov
P, Q. Specialne pre ¢ = 60° je k kruznica simerne zdruZend s kruznicou opisanou
trojuholniku M P(Q) podla priamky PQ.

Iné riesenie. Uvazujme znovu vSeobecnejsiu illohu ako v predchédzajicom rieseni.
Opiit si uvedomme, ze body A, B, P, Q lezia na kruznici so stredom M. Vzhladom na
to, ze M je stred usecky AB, lezi asponi jeden z bodov A, B nutne v polrovine PQM.
Bez ujmy na vSeobecnosti nech je to bod B. Potom z vety o obvodovych uhloch vyplyva,

7e |[{QBP| = /2. Dalej
|4 BCQ| = 90° — [£QBC| = 90° — |£QBP| = 90° — §~



Pokial v < 90°, lezi bod C' v polrovine opacnej k polrovine PQM a plati v = [{BCQ| =
= 90° — /2. Pokial v > 90°, lezi bod C v polrovine PQM a plati v = 180° — |£ BCQ| =
=90° + /2.

Dalsi postup je uz analogicky ako v prvom rieseni.

Diskusiu pripadov v oboch rieSeniach moézeme ¢iastoCne obist. Staci si uvedomit
niekolko faktov. Ak V je prieseénikom vysSok v trojuholniku ABC, je bod C priesec-
nikom vySok v trojuholniku ABV. Preto trojuholnik ABC mé vlastnost zo zadania
tlohy préve vtedy, ked ju mé trojuholnik ABC’, kde C’ = V. Znamen4 to, Ze mnoZina
vrcholov C vSetkych vyhovujtcich trojuholnikov je totozna s mnozinou ich priesec¢nikov
vysok V. Pretoze body C, V lezia vzdy v opa¢nych polrovinach urcenych priamkou PQ
a plati |[LPVQ| + |[LPCQ| = 180°, sta¢i ndjst mnozinu vrcholov C len v jednej zo
spomenutych polrovin (ako uz vieme, je nou kruznicovy oblik), v druhej polrovine
touto mnozinou potom musi byt doplnok toho oblika na celt kruznicu.
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