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1. Urcte redlne cislo p tak, aby rovnica
22 4+ dpx + 5p° +6p— 16 =0

mala dva rozne korene x1, T2 a aby sucet 3 + x3 bol ¢o najmensi. (J. Simsa)
RieSenie. Pre korene x1, zo danej kvadratickej rovnice (pokial existuji) plati podla
Vietovych vztahov rovnosti

1+ 2o =—4p a x1x9 = 5p> + 6p — 16,

z ktorych vypocitame skiimany sucet

22+ 22 = (z1 + 20)? — 22120 = (—4p)? — 2(5p® + 6p — 16) =
= 6p® —12p + 32 = 6(p — 1)* + 26.

Odtial vyplyva nerovnost x? + x3 = 26, pritom rovnost moze nastat, len ked p = 1.
Zistime preto, ¢i pre p = 1 ma dana rovnica skutoc¢ne dve rozne riesenia. Ide o rovnicu
2?2 4+ 42 —5 =0 s koretimi 1 = —5 a x5 = 1. Tym je tloha vyrieSena.

Dodajme, Ze viicSina rieSitelov pravdepodobne najprv zisti, pre ktoré p mé dana
rovnica dva roézne korene. Pretoze pre jej diskriminant D plati

D = (4p)* — 4(5p* 4+ 6p — 16) = —4p® — 24p + 64 = —4(p + 8)(p — 2),

su také p prave ¢isla z intervalu (—8, 2).

Odpoved. Miniméalna hodnota st¢tu #2 + 23 (rovné 26) zodpoved4 jedinému ¢islu p = 1.

2. Vnatri stran BC', CA, AB daného ostrouhlého trojuholnika ABC' st po rade vybrané
body X,Y a Z tak, Ze kaZdému zo stvoruholnikov ABXY , BCYZ a CAZX sa dd opisat
kruznica. Dokdzte, Ze body X, Y, Z su pdity vysok trojuholnika ABC. (E. Kovac)

RieSenie. V tetivovom $tvoruholniku ABXY oznaé¢me ¢ = |{AXB| = |{AY B|
velkost oboch zhodnych obvodovych uhlov nad spoloénou tetivou AB (obr. 1). Podobne
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oznatme ¢ = [ABZC| = |{BYC|aw = |{CXA| = |£CZ A| velkosti zhodnych obvodo-
vych uhlov nad tetivami BC' a C' A v tetivovych $tvoruholnikoch BCY Z a CAZX . Ked
zapiSeme postupne rovnosti pre kazdu z troch dvojic vyznacenych susednych uhlov pri
vrcholoch X, Y a Z, dostaneme pre nezname velkosti ¢, 1) a w ststavu troch linedrnych
rovnic

e+ =m,
Y +w=m,
w+p=m,

ktord ma jediné rieSenie p = ¥ = w = 7/2, ¢o jednoducho zistime napr. odéitanim
TubovoInych dvoch rovnic a dosadenim. Tym je tvrdenie tlohy dokézané.

Poznamka. Ak st naopak body X, Y a Z pity vysok trojuholnika ABC', st $tvoruhol-
niky ABXY, BCYZ a CAZX tetivové podla Talesovej vety.

3. Na tabuli si napisané ¢isla 1,2,...,17. Cisla postupne zotierame, a to tak, Ze z do-
posial nezotretych c¢isel zvolime lubovolné c¢islo k a zotrieme vsetky tie ¢isla na tabuli,
ktoré delia ¢islo k+17. Dokdzte, Ze opakovanim tejto procediry sa ndam nepodari zotriet
véetky cisla. (J. Foldes)

RieSenie. Pretoze pre zvolené ¢islo k vzdy plati 18 < k + 17 < 34 a medzi ¢islami
18,19,...,34 mé kazdé z ¢isel 12,13,...,17 iba jeden nasobok (konkrétne dvojnaso-
bok), lubovolné ¢islo m € {12,13,... ,17} zotrieme iba pri volbe jediného ¢isla k (pri
ktorom k + 17 = 2m). Napriklad ¢islo 15 zotrieme iba volbou k = 13, ¢islo 13 iba
volbou k = 9. Na zotretie oboch ¢isel 15 a 13 teda musime niekedy vybrat & = 13
a niekedy neskor k£ = 9. Potom ale v okamihu vyberu ¢isla k£ = 9 je uz zotreté ako
¢islo 10 (zotreli sme ho najneskor pri vybere k = 13), tak ¢islo 1 (to sme zotreli hned
pri prvom vybere). Cislo k + 17 je delitelné deviatimi iba pri vyberoch k = 1 a k = 10,
pri Ziadnom dalSom vybere uz preto nezotrieme ¢islo 9. Dokézali sme, Ze opakovanim
danej procediry nemozno zotriet vSetky tri ¢isla 15, 13 a 9, tym skér nemozno zotriet
vSetky cisla od 1 do 17.

Iné riesSenie. Pripustme, Ze vSetky ¢isla mozno zotriet po n vyberoch ¢isla &k (spojenych
so zotieranim vSetkych delitelov ¢isla k4 17) a ze kazdym vyberom sa nieco zotrie (inak
je taky vyber zbyto¢ny). Posledné o.i. znamend, ze kazdé ¢islo je vybrané najviac raz.
Zrejme n > 1 a pre posledné vybrané ¢islo k,, musi platit k,|(k, + 17), t.j. k, = 17
(moznost k, = 1 je vylacena tym, Ze ¢islo 1 je zotreté hned pri prvom vybere). Pred
poslednym vyberom st na tabuli len delitele cisla 34, teda okrem cisla 17 pripadne
¢islo 2. Keby tam ¢islo 2 nebolo, muselo by opéf platit &, 1 | (kn—1 + 17), ¢o uz mozné
nie je. Preto nutne k,,_; = 2. Také volba je ale zbyto¢nd, pretoze ¢islo 2417 je prvoéislo.



