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1. Najdite véetky prirodzené cisla n, ktoré si mensie ako 100 a maji ti vlastnost, Ze
druhé mocniny cisel Tn + 5 a 4n + 3 sa koncia rovnakym dvojcislim. (J. Simsa)

Riesenie. Pretoze ¢islo 4n+ 3 je neparne, musi byt neparne aj ¢islo 7n+5, takze ¢islo n
musi byt parne, t.j. n = 2k pre vhodné celé k.

Pozadovant vlastnost mozno vyjadrit aj tak, ze rozdiel D = (7n +5)% — (4n + 3)?
musi byt delitelny ¢islom 100. S vyuzitim rozkladu

D= ((Tn+5)— (4n+3))((Tn +5) + (4n+3)) = (3n + 2)(11n + 8)

po dosadeni n = 2k dostaneme vyjadrenie D = 4(3k + 1)(11k + 4). Zaujima nas teda,
kedy je stéin (3k+1)(11k+4) delitelny ¢islom 25. Oba ¢initele 3k +1 a 11k + 4 nemdzu
byt nasobky piatich sti¢asne, pretoze pre ich najviicsi spoloény delitel vychadza

nsd(11k + 4,3k + 1) = nsd(3k + 1,2k + 1) = nsd(2k + 1, k) = nsd(k, 1) = 1.
Zistime preto, kedy 25 | 3k + 1 a kedy 25 | 11k + 4. Z vyjadrenia
3k+1=3(k—8)+25 a 1lk+4=11(k—11)+ 125

vidime, zZe 25 | 3k+1 prave vtedy, ked k = 25t+8, zatial ¢o 25 | 11k+4, prave vtedy, ked
k = 25t + 11 (pismeno ¢ oznacuje v oboch pripadoch celé ¢islo). Hladané ¢isla n = 2k
su preto cisla tvarov n = 50t + 16 a n = 50t + 22 v rozmedzi od 1 do 99, st to teda
prave cisla 16, 22, 66 a 72.

Iné rieSenie. Najprv zistime, aka je poslednd ¢islica ¢isel (7n + 5)2 a (4n + 3)2
v zavislosti na poslednej ¢islici ¢isla n.

n 0[1]2|3/4(5[6[7[8]9
T+5 |5[2[9(6[3|0|7[4]1]8
(Tn+5)2|5|4|1|6[9]0[9|6|1|4
dn+3 3711|5193 |7[1[5|9
(4n+3)21919(1[5]|1]9|9|1|5|1

(Vypocet celej tabulky sa skrati na polovicu, ked si dopredu ako v predchadzajicom
rieSeni uvedomime, Ze n musi byt parne.) Vidime, ze &isla (7n + 5)? a (4n + 3)? koncia
rovnakou ¢islicou prave vtedy, ked ¢islo n kondi ¢islicou 2 alebo 6. Kazdé hladané n <
< 100 je teda bud tvaru n = 10a + 2, alebo tvaru n = 10a + 6, kde a je neznama ¢islica.
Aj ked by stacilo otestovat vsetkych 2 - 10 = 20 takych ¢isel n, zvolime iny postup.

(i) Pre n = 10a + 2 plati

n—+ = a+ = a” + a-—+ ,
(Tn +5)? = (70a + 19)? = 4900a” + 2660a + 361
(4n + 3)% = (40a + 11)% = 16004 + 880a + 121
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Vidime, Ze &islo (7n + 5)? m4 na mieste desiatok rovnaku &slicu, akt ma ¢islo 6a + 6
na mieste jednotiek; ¢islo (4n + 3)? zasa ma na mieste desiatok rovnaki ¢islicu, aktt mé
¢islo 8a + 2 na mieste jednotiek. Hladdme teda ¢islice a, pre ktoré rozdiel (8a + 2) —
— (6a +6) = 2(a — 2) kondi ¢islicou nula; zrejme to plati iba pre a = 2 a a = 7, ktorym
zodpovedaju rieSenia n = 22 a n = 72.

(ii) Pre n = 10a + 6 plati

(Tn +5)? = (70a + 47)? = 4900a” + 6 580a + 2209
4n 4 3)? = (40a + 27)% = 1600a* 4 2 160a + 729.
(

Teraz st pocty desiatok v tychto cislach rovnaké ako pocty jednotiek v cislach 8a
a 6a + 2. Rozdiel 8a — (6a + 2) = 2(a — 1) kondi ¢islicou nula len pre a = 1 a a = 6.
Zodpovedajuce riesenia st n = 16 a n = 66.

2. V obore redlnych cisel rieste sustavu rovnic

(22 +1)(y® + 1)+ 242y =0

122 12y
1=0.
51:2—1—1—‘_1124—1+

(J. Simsa)

RieSenie. Pretoze pre lubovolné realne ¢&isla z, y st obe &isla (22 +1) a (y?+1) nenulové
(kladné), mozeme prejst k novym neznamym

v ktorych ma zrejme povodna stustava rovnic tvar
1+24uv=0 a 12u+12v+1=0.
Odtial napriklad pre nezndmu u jednoducho dostaneme kvadratick(i rovnicu
24u® +2u —1=0

s korenmi u; = 1/6 a us = —1/4, ktorym , symetricky* zodpovedaji hodnoty v; =
= —1/4 a vy = 1/6. Pretoze (kvadratické) rovnice

majua riesenie
81’2:3:l:\/§ a t1’2 :—2:l:\/§,

ma povodnd stistava prave osem rieseni, a to dvojice tvaru (z,y) = (3 + V8, —2+ \/§)
a(zr,y) = (—2 ++/3,3+ \/g), kde znamienka st kombinované Iubovolne.



3. Vo vnatri stran AB, BC, CD a DA konvexného stvoruholnika ABCD si postupne
zvolen€ body K, L, M a N. Oznacme S priesecnik priamok KM a LN. Ak je mozné
vpisat kruznice Stvoruholnikom AKSN, BLSK, CMSL a DNSM, potom je mozné
vpisat kruznicu aj Stvoruholniku ABCD. Dokazte. (J. Zhou)

Riesenie. Predpokladajme, Ze uvedenym Styrom Stvoruholnikom mozno vpisat kruz-
nice. Body dotykov tychto kruznic s prislusnymi stranami stvoruholnikov ozna¢me ako

Obr. 1

na obr.1. Zo stmernosti dotycnic zostrojenych z jedného bodu k rovnakej kruznici
vyplyvaju rovnosti

|AP\| = |[APy|, |BP,| = |BP,|, |CPs| = [CP3|, |DPy| = |DFy] (1)

1SQ1] = |SQ1], [SQ2| = |SQ3], [SQs| = [SQs], |SQal = |SQ4. (2)
Zo stumernosti spolo¢nych vonkajsich dotycnic dvoch kruznic zasa vyplyvaja rovnosti

|PLP;| = |Q1Q2]|, |P2Pi| = |Q5Qs,

(3)
|PsPy| = |Q5Qul, |PaP[| =]Q4Q1].

Podla znameho tvrdenia mozno konvexnému Stvoruholniku ABCD vpisat kruznicu
prave vtedy, ked dlzky jeho stran spliiaji podmienku

|AB| + |CD| = |BC| + |DA],
ktortt mozno vzhladom na (1) upravit na tvar
|Py Py| + | P3Py = | PoPs| + | Py Py (4)
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Vsimnime si, ze podla (2) a (3) platia rovnosti

|P1P;| = [Q1Q2] = |Q1S| + [SQ2| = |[SQ1]| + [SQ2],
|Pa P3| = [Q5Q3] = |Q3S] + [SQ3| = |SQ2| + [5Q3],
|PsPy| = |Q3Q4] = |Q3S| +|SQa| = |SQs] + |SQul,
|PyPi| = |Q4Q1| = |Q4S| +|SQ1] = |SQa| + |SQ1].

Obe strany (4) sa teda rovnaju suctu |SQ1|+ [SQ2| + |SQs| + |SQ4| a dokaz je hotovy.

4. Je danych n nezdpornych cisel. MoZeme vybrat lubovolné dve z nich, napriklad a a b,
a < b, a zamenit ich ¢islami 0 a b— a. Dokdzte, Ze opakovanim tejto operdcie je mozné
vetky dané cisla zmenit na nuly prave vtedy, ked povodné cisla je mozné rozdelit do
dvoch skupin tak, Ze sucty cisel v oboch skupindch su rovnake. (J. Foldes)

RiesSenie. Poznamenajme najskor, Ze popisant operaciu nemé zmysel robit s dvojicou
Cisel (a,b) obsahujtcou ¢islo nula, lebo taka dvojica sa operaciou nezmeni.

(i) Predpokladajme najskér, ze dana skupina n nezapornych cisel sa da rozdelit na
dve podskupiny A a B s rovnakym siuctom cisel. Ukazme, ze v takom pripade mozno
opakovanim operacie zmenit vSetky ¢isla oboch skupin A a B na nuly. Ak obsahuje
niektora zo skupin A, B aspon jedno kladné ¢islo (inak sme hotovi), vyplyva z rovnosti
suctu cisel v oboch skupinach, ze kladné cislo existuje v oboch z nich. Vyberme teda
kladné ¢islo a € A a kladné ¢islo b € B a urobme operaciu prave s tymito dvoma
¢islami. Ak napriklad a < b (v pripade a = b je ivaha podobnd), zmeni sa ¢islo a
v skupine A na nulu a ¢islo b v skupine B na ¢islo b — a, takze sa celkovy sucet cisel
v skupine A zmensi o a, rovnako ako celkovy sucet ¢isel v skupine B. Preto budu po
urobenej operdcii sucty ¢isel v skupinach A a B opéf rovnaké, pritom sa celkovy pocet

popisaného postupu s kladnymi ¢islami a € A a b € B sa preto po koneénom pocte
krokov dostaneme do situdcie, ked v ziadnej zo skupin A, B uz nebude kladné ¢islo.

(ii) Predpokladajme teraz, ze z danej n-tice nezapornych c¢isel sme dostali vhod-
nym opakovanim operacie n-ticu zlozeni zo samych nul. Dokdzme indukciou, Ze pred
urobenim kazdej jednotlivej operéacie bolo mozné aktualnu n-ticu ¢isel rozdelit na dve
podskupiny A a B s rovnakym stuctom. Pred prevedenim poslednej operacie musela
mat aktudlna n-tica ¢isel tvar {a,a,0,0,...,0}, takze vhodné rozdelenie bolo A =
= {a} a B ={a,0,0,...,0}. Predpokladajme teraz, Ze po urobeni niektorej operacie
s ¢éislami (a, b), a < b, existovalo rozdelenie ¢isel do podskupin A a B s rovnakym sté¢tom
a ukazme, ze aj pred urobenim tejto operacie také rozdelenie existovalo. Urc¢ite mozeme
predpokladaft, Ze nové ¢isla 0 a b — a nepatria do rovnakej z oboch podskupin A a B
(inak prehodime ¢islo 0 do druhej podskupiny, ¢o nezmeni siucty ¢isel v podskupinéch),
nech teda napriklad 0 € A a b — a € B. Potom ¢islo 0 v A zamenime c¢islom a a ¢islo
b — a v B zamenime c¢islom b; dostaneme tak vhodné rozdelenie aktualnych cisel pred
uvazovanou operaciou.



