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1. Dokdzte, Ze existuje jedind éislica ¢, pre ktori mozno najst jediné prirodzené cislo n
konciace cislicou ¢ a majice vlastnost, Ze ¢islo 2n + 1 je druhou mocninou prvocisla.
(M. Koblizkova)

RieSenie. Nech (neparne) ¢islo 2n+1 je druhou mocninou prvodisla p, potom p je tiez
nepéarne. Zo vztahu p? = 2n+1 vyplyva, ze n = (p>*—1)/2 = (p — 1)(p + 1) /2. Zostavme
tabulku niekolkych prvych neparnych prvocisiel p a im zodpovedajucich ¢isel n.

p| 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43
n| 4 12 24 60 84 144 180 264 420 480 684 840 924

Cislo n je zrejme parne, dokonca je (ako prezradzuje aj tabulka pre niekolko hodnot p)
delitelné styrmi. To vidno z toho, ze sucin (p — 1)(p+ 1) dvoch po sebe idtcich parnych
¢isel je vzdy delitelny osmimi. Z tabulky naviac vidime, Ze sa medzi ¢islicami, ktorymi
n konci, viackrat vyskytuju ¢islice 0 a 4, iba raz ¢islica 2, nevyskytuju sa 6 a 8.
Pozrime sa, akou ¢islicou konci ¢islo n v zavislosti od ¢islice a, ktorou kon¢i ¢islo p.
Ak p = 10k 4 a, kde k je celé nezaporné ¢islo a a neparna cislica, tak pre jednotlivé
mozné a dostaneme:
e Ak a =1, tak n = 10k(5k + 1), takze ¢islo n kon¢i ¢islicou 0.
e Ak a = 3, tak n = 10k(5k + 4) + 4, takze ¢islo n kondi ¢islicou 4.
e Ak a =5, tak n = 10(5k? + 5k + 1) + 2, takze ¢islo n kond &slicou 2.
e Ak a =7, tak n = 10(5k? + 7k + 2) + 4, takZe ¢islo n konéi &islicou 4.
o Ak a =9, tak n = 10(k + 1)(5k + 4), takze ¢islo n kon¢i ¢islicou 0.
Ak je 2n+1 druhou mocninou neparneho prvocisla (neparneho ¢isla), moze ¢islo n
konc¢it iba ¢islicami 0, 2, 4. Jedinym kandidédtom na hladant ¢islicu tak zostava 2.
Pokial 2n + 1 je druhou mocninou prvocisla a n konéi ¢islicou 2, prvocislo p sa da
vyjadrit v tvare 10k + 5 = 5(2k + 1), je teda delitelné piatimi. Jediné prvocislo, ktoré
je delitelné piatimi, je ¢islo 5.
Hladanou dislicou je teda ¢ = 2; pre nu existuje jediné prirodzené ¢islo n = 12,
ktoré konci cislicou ¢, pricom 2n + 1 je druhou mocninou prvocisla.

2. V stvoruholniku ABCD sa uhlopriecky pretinaji v bode P, uhlopriecka AC je
rozdelend bodmi P, N a M na $tyri zhodné useky (|AP| = |PN| = |[NM| = |MC|)
a uhlopriecka BD je rozdelend bodmi L, K a P na Styri zhodné useky (|BL| = |LK| =
= |KP| = |PD|). Uréte pomer obsahov $tvoruholnikov KLMN a ABCD. (J. Zhouf)

RieSenie. Trojuholniky APD a NPK st sumerne zdruzené podla stredu P (obr. 1),
AD a NK st preto rovnobezné a |AD| = |NK|. Z rovnosti prislusnych tseciek dalej
vyplyva, Ze trojuholniky KNP, LM P a BCP st podobné, preto NK || ML || BC
a naviac |[LM| = 2|KN| a |BC| = 3|KN|. Ak ozna¢ime s obsah trojuholnika APD, je
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Obr. 1

Strana AP trojuholnika APD je Styrikrat menSia ako strana AC trojuhol-
nika ACD, vysky z vrcholu D st v oboch trojuholnikoch rovnaké, preto je obsah
trojuholnika AC'D rovny 4s. Strana PN trojuholnika PN K je Styrikrat mensia ako
strana AC trojuholnika AC B, zatial ¢o vyska trojuholnika PN K z vrcholu K je trikrat
mensia ako vyska trojuholnika ABC' z vrcholu B, preto je obsah trojuholnika AC'B
rovny 12s. Obsah stvoruholnika ABCD je rovny suc¢tu obsahov trojuholnikov ABC
a ACD, teda 16s.

Pomer obsahov stvoruholnikov KLMN a ABCD je rovny 3 : 16.

3. Urcte véetky dvojice (x,y) celych éisel, ktoré si riesenim nerovnice

T 6 5y
T <
VrooyyTroy
(J. Zhouf)

Riesenie. Zo zadania vyplyva, Ze  a y s nutne prirodzené ¢isla. Vynasobenim oboch
stran nerovnice kladnym ¢islom y+/z prejdeme k ekvivalentnej nerovnici

xy +6 < 5/xy.

Jej ipravou dostaneme
(Vry = 3)(Vry —2) <0,

¢o plati prave vtedy, ked 2 < /zy < 3, ¢ize 4/z <y < 9/x.

Pretoze x a y s prirodzené ¢isla, z poslednej nerovnosti vyplyva, zZe staci uvazovat
iba x < 9. Lahko potom urc¢ime vSetky dvojice (z,y) celych ¢isel, ktoré st rieSenim
poslednej nerovnice, a teda aj danej nerovnice, ktora je s nou ekvivalentna: (1,5), (1,6),
(1,7), (1,8), (2,3), (2,4), (3,2), (4,2), (5,1), (6,1), (7,1), a (8,1).

4. Jozko sa vracal z vyletu. Najprv cestoval vlakom a potom pokracoval zo zastdvky
na bicykli. Celd cesta mu trvala presne 1 hodinu 30 minit a presiel pri nej vzdialenost
60 km. Viak isiel priemernou rychlostou 50 km/h. Urcte, ako dlho isiel Jozko na bicykli,
ked jeho rychlost v km/h je wvyjadrend prirodzenym cislom rovnako ako vzdialenost
merand v km, ktoru presiel na bicykli. (E. Kovac)



RieSenie. Oznacéme v vzdialenost v kilometroch, ktort Jozko presiel na bicykli a r
jeho rychlost v km/h. Podla zadania st r a v prirodzené &isla a v < 60. Cas, ktory
cestoval Jozko na bicykli, bol v/r hodin. Vlakom presiel vzdialenost (60 — v) km a tato
vzdialenost presiel za (60 — v)/50 hodin. Preto podla zadania plati

60—v v 3

+ - =
50 r 2
Tato rovnica je ekvivalentna s rovnicou

50v — 15r — rv =0,

ktoru eSte upravime na tvar
(50 —r)(v+15) =15-50 = 2- 3 - 5°.

Odtial vyplyva, ze 50 — r je prirodzené ¢islo mensie ako 50 a v + 15 je prirodzené ¢islo
viicsie ako 15, ktoré neprevySuje 75, a naviac, ze sucin (50 — r)(v 4+ 15) je delitelny
¢islom 53. Mézu nastat Styri pripady.
e 53| 50 — r. To nie je moZné, pretoze 1 < 50 — r < 50.
e 52|50 —7ab|v+15. Cislo 50 — r je preto rovné 25, odtial r = 25 a v = 15.
e5|50—7ab? | v+ 15 Cislo v + 15 je teda prvkom mnoziny {25,50}, odtial
dopocitame dalsie dve moznosti r = 20, v = 10 a r = 35, v = 35.
e 53 | v+ 15. To nie je mozné, pretoze 15 < v + 15 < 75.
Mozné céasy Jozkovej jazdy na bicykli (v mintatach) st preto 15 - 60/25 = 36,
10-60/20 = 30 a 35 - 60/35 = 60.
Vypisom vSetkych moznosti sme zistili, Ze pokial Jozko cestoval podla zadania
ulohy, tak isiel na bicykli bud 30, alebo 36, alebo 60 miniit.

5. Zostrojte rovnoramenny trojuholnik ABC' so zdkladriou BC danej dlzky a, ak je dang
stred P strany AB a bod Q (Q # P), ktory je pdtou vysky z vrcholu B. (J. Svréek)

Riesenie. Uhol BQA je bud pravy, alebo Q = A. Preto bod @ lezi na Télesovej
kruznici zostrojenej nad priemerom BA. (Na obr.2 je znazorneny pripad ostrouhlého
aj tupouhlého trojuholnika ABC.) Pretoze P je stred usecky AB, |PQ)| je velkost
polomeru tejto kruznice, preto velkost priemeru |AB| tejto kruznice je rovna 2|PQ)|.
Trojuholnik ABC m4 dlzku ramena 2| PQ)|, a pretoze poznime velkost zédkladne, je tym
jednoznacne urceny.

A

AQ

Obr. 2



Odtial uz vyplyva konstrukcia. Najskor zostrojime trojuholnik A’B’C’ zhodny
s trojuholnikom ABC' s velkostami stran |A’B’'| = |A'C’| = 2|PQ| a |B’'C’| = a, ktory
potom premiestnime tak, aby sa stred strany A’B’ zobrazil na bod P a pita vysky
z vrcholu B’ na bod Q. To mozno urobif jednoznacne az na osovi simernost podla
priamky PQ. Pokial teda trojuholnik A’ B’'C" existuje, ma tloha dve rieSenia stimerne
zdruzené podla osi PQ.

Diskusia je zrejma. Trojuholnik ABC moZno zostrojit prave vtedy, ked mozno
zostrojit rovnoramenny trojuholnik A’B’'C’, t.j. ked a < 4|PQ)| (trojuholnikové nerov-
nosti), v tomto pripade ma tloha prave dve (zhodné) riesenia. Naviac pre a < 2v/2|PQ)
bude trojuholnik ABC' ostrouhly, pre a = 2v/2|PQ| pravouhly a pre 2v/2|PQ| < a <
< 4|PQ)| tupouhly. Dékaz spravnosti vyplyva z rozboru tlohy.

Iné riesenie. Ozna¢me R stred strany BC', ten je sticasne pétou vysky z vrcholu A.
Oba body @ a R teda lezia na Télesovej kruznici nad priemerom AB so stredom P, preto
|PQ| = |PR| = |AB|/2. Nakolko uhol BQC je pravy, lezi bod () na Talesovej kruznici
nad priemerom BC' so stredom R, takze |RQ| = |BC|/2 = a/2. Trojuholnik PQR je
preto podobny s trojuholnikom ABC' (koeficient podobnosti je 1/2).

Pri konstrukcii najskor zostrojime trojuholnik PQR. Na priamke rovnobeznej so
strednou prie¢kou PR prechédzajicej bodom @ nijdeme bod C' # @ tak, aby |RC| =
= a/2. Body A a B potom uz zostrojime jednoducho.

Pre dané body P, Q mdZeme zostrojit treti vrchol R trojuholnika PQ R dvoma
sposobmi. Diskusia je teda rovnaké ako v predchadzajicom rieSeni. Dokaz sprdvnosti
vyplyva z rozboru tlohy.

6. Isty panovnik pozval na oslavu svojich narodenin 28 rytierov. KazZdy z rytierov mal
medzi ostatnymi prdve troch nepriatelov.
a) Ukdzte, Ze panovnik moze rytierov rozsadit k dvom stolom tak, aby kazZdy rytier
sedel pri rovnakom stole najviac s jednym nepriatelom.
b) Ukazte, Ze v pripade lubovolného takéhoto rozsadenia sedi pri kaZdom stole
najviac 16 rytierov.
(Nepriatelstvo je vzdjomny vztah: Ak A je nepriatelom B, tak aj B je nepriatelom A.)
(J. Simsa)

RieSenie. a) Rozsadme v prvom kole rytierov ku stolom Iubovolnym spdsobom.
Oznacme n, pocet nepriatelov prvého rytiera pri stole, pri ktorom sedi, potom n; < 3.
Podobne ozna¢me ny < 3 pocet nepriatelov druhého rytiera pri stole, pri ktorom sedi,
atd. Potom pre , hladinu nepriatelstva“

N1:n1+n2—|—...—|—n28

v prvom kole plati 0 £ N7 < 328 = 54, pricom N7 je celé nezadporné ¢islo.

Predpokladajme, Ze existuje rytier, ktory sedi pri stole s aspon dvoma nepriatelmi.
Potom ho presadime k druhému stolu. Tym vznikne nové rozsadenie. Skiimajme teraz
hladinu nepriatelstva Ns po tomto druhom kole.

Pokial presadeny rytier r sedel pévodne pri jednom stole so vSetkymi tromi nepria-
telmi a, b, ¢, po jeho presadeni sa pocet nepriatelov rytiera r pri stole, pri ktorom teraz
sedi, znizil o 3 na nulu, a pocet nepriatelov rytierov a, b a ¢ pri ich stole sa znizil o jedna.
Pocty nepriatelov ostatnych rytierov pri ich stoloch sa nezmenili. Teda No = N7 — 6.
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Pokial presadeny rytier r sedel pévodne pri jednom stole s dvoma nepriatelmi a
a b a bol presadeny ku stolu s nepriatelom ¢, po jeho presadeni sa pocet nepriatelov
rytiera r pri stole, pri ktorom teraz sedi, znizil o jedna z dvoch na jedného, pocet
nepriatelov rytierov a a b pri ich stoloch sa o jedna zniZil, a pocet nepriatelov rytiera c
pri stole, pri ktorom sedi, sa zvysil o jedna. Po¢ty nepriatelov ostatnych rytierov pri ich
stoloch sa nezmenili. V tomto pripade teda Ny = N; — 2.

V oboch pripadoch vychadza Ny < Nj.

Pokial este po tomto kole existuje rytier, ktory sedi pri jednom stole s aspon dvoma
svojimi nepriatelmi, opit ho poziadame, aby si presadol k druhému stolu. Pre hladinu
nepriatelstva N3 po trefom kole bude z rovnakych dovodov ako skor platit N3 < Ns.

Rovnakym sposobom vytvorime hladiny nepriatelstva Ny > N5 > --- po dalsich
kolach.

Pretoze v kazdom kole je hladina nepriatelstva mensia ako v predchadzajicom
kole, je vyjadrena celym nezapornym ¢islom a hladina nepriatelstva v prvom kole je
najviac 54, moze sa také situdcia opakovat najviac pitdesiatstyrikrat. Pocet kol musi
byt teda kone¢ny a po poslednom kole uz neexistuje rytier, ktory by sedel pri jednom
stole s aspon dvoma nepriatelmi. Tym sme dokazali cast a).

b) Predpokladajme, Ze rytieri st teraz rozsadeni pri stoloch A a B tak, ze kazdy sedi pri
rovnakom stole s najviac jednym nepriatelom. Ozna¢me r4 pocet rytierov pri stole A
a rp pocet rytierov pri stole B. Plati

ra+rp=28. (1)

Kazdy z rytierov pri stole A mé pri stole B aspon dvoch nepriatelov a kazdy z rytierov
pri stole B je nepriatelom najviac troch rytierov od stola A, preto pre pocet p tych
nepriatelskych dvojic, ktoré sedia pri réznych stoloch, plati

2ra <p a p < 3rp, takze 2rp < 3rp.

Ked dosadime do tejto nerovnice z (1) rg = 28 — r4, dostaneme po tprave 5ry < 84.
Vzhladom na to, Ze r4 je celé nezdporné ¢islo, musi platit r4 < 16. Vzhladom na
symetriu situécie plati analogicky rp < 16. Tym sme splnili ¢ast b).

V ¢asti b) mdzeme postupovat aj sporom. Keby pri stole A sedelo asponi 17 rytierov,
mali by spolu pri stole B aspon 17 - 2 = 34 nepriatelov, pritom kazdy rytier-nepriatel
je v tomto ¢isle zapocitany najviac trikrat. Pretoze 3 - 11 < 34, sedi pri stole B aspon
12 rytierov, spolu pri oboch stoloch A a B je potom aspon 17 + 12 = 29 rytierov, ¢o
odporuje zadaniu.



