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1. V obore redlnych cisel rieste sustavu rovnic

2sinx cos(x +y) +siny = 1,
2sinycos(y + ) + sinx = 1.

(Jaroslav Svréek)
Riesenie. Pouzitim zndmych vzorcov

cos(x +y) =cosxcosy —sinzsiny, sin2x =2sinxcosz, cos2zr=1-— 2sin?

dostaneme tpravou lavej strany prvej rovnice

2sinx cos(x + y) + siny = 2sinz(cosx cosy — sinzsiny) + siny =
= 2sinxzcosxcosy + (1 — 2sin® x)siny =
= sin2x cosy + cos 2z siny =
= sin(2z + y).

Podobne lavé strana druhej rovnice je rovna sin(2y + z). Zadana ststava je teda
ekvivalentné so stustavou
sin(2zx +y) = 1,

sin(2y + x) = 1.

(1)

Kedze funkcia sinus nadobtida hodnotu 1 prave v bodoch tvaru § + 2kw, kde k je celé
¢islo, budu rieSenim ststavy préave tie dvojice (z,y), pre ktoré existuju celé ¢isla k, I
také, ze

20 +y =5 +2km, 2y+x=7+2nr. (2)

Odtial bud od¢itanim vhodnych nésobkov rovnic alebo priamym vyjadrenim jednej
premennej z prvej rovnice a dosadenim do druhej rovnice po iprave dostaneme

r=g%+@k-20)3, y=7F+ 4l —-2k)3.

Riesenim sustavy su teda dvojice (§ + (4k —2I) %, § + (4l —2k) %), kde k, [ st lubovolné
celé ¢isla. Nie je nutné robit skusku, nakolko z postupu vyplyva, Ze takéto dvojice (x,y)
spliiaji vzfahy (2) a teda aj ststavu (1).

Pozndmka. Uvedeny vysledok mozno zapisat aj v inom tvare. Kedze x —y = (6k —
—61)5 = 2n(k —[), mozno pri polozeni m = k — 1, n = 2k — [ pisat x = § + n%’r,
y = = —2mm, teda rieSenim st dvojice (§ —|—n2§, 5 —i—n%” —27mm), kde m, n st lubovolné
celé ¢isla. (Ked k, [ prebiehaju vSetky mozné dvojice celych éisel, tak aj m, n prebehni
vSetky mozné dvojice celych ¢isel.)

Iné rieSenie. Zrejme ak je rieSenim zadanej stustavy dvojica (z,y), st vdaka
periodickosti funkcii sinus a kosinus s periédou 27 rieSenim aj vSetky dvojice (z +

+ 2km, y + 2l7). Budeme teda ststavu riesit v obore (0, 27) a na konci najdené rieSenia
,posunieme* o (2km,2l7), aby sme ziskali vSeobecné riesenie.
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Od¢itanim rovnic ststavy ziskame po rozklade lavej strany na sucin rovnicu
(sinz — siny)(2cos(z +y) — 1)= 0.

Rozlisime dva pripady podla toho, ktory z ¢initelov je nulovy.
I. Ak sinz = siny, tak vzhladom na podmienku z,y € (0,27) méme tri moznosti:
bud x =y, alebo z + y = 7, alebo x + y = 37 (obr. 1).

f(z)

10

Obr. 1

Pri prvej moznosti po dosadeni do pévodnej ststavy ziskame jedint rovnicu
2sinx cos2x 4+ sinx = 1.

7Z nej s vyuzitim vzorca cos2z = 1 — 2sin? 2 a po substiticii sinz = ¢ ekvivalentnymi
upravami postupne dostaneme

2sinx(1 — 2sin® x) + sinz = 1,
2t(1 —2t%) +t =1,

4% — 3t +1 =0,

(t+1)(2t — 1) =0.

Pri poslednej tprave sme ,,uhadli“ koren ¢ = —1 a rozklad na sucin ziskali vydelenim
mnohoclena 4¢3 — 3t + 1 koretiovym &initelom ¢ + 1. Vzhladom na pouzitt substitticiu
t = sinx st rieSenim ostatnej rovnice tie z € (0,2m), pre ktoré bud sinz = —1, alebo
sinz = 3, ¢ize x € {r/6,57/6,37/2}. V skimanom obore teda dostadvame ako rieenia
zadanej ststavy dvojice (T, %), (35 3T) 5 (37 3m)

Y 9 J
Pri druhej a tretej m%ér?osti,%jéked’ x %I— y2: 7 alebo x + y = 37, mame cos(z +
+y) = —1. Dosadenim do pévodnej ststavy (s vyuZitim rovnosti sinx = siny) ziskame
jedint rovnicu 2sinz - (—1) +sinxz = 1. Preto sinz = —1, a teda aj siny = —1. Odtial
ziskame v skimanom obore jediné rieSenie x = y = 37”, ktoré sme nasli aj pri prvej

moznosti.

II. Ak 2cos(z +y) — 1 = 0, ¢ize cos(z +y) = 3, tak © +y = +5 + 2km pre
nejaké celé k a niektoré znamienko. Po dosadeni do povodnej stistavy dostaneme jedint
rovnicu sinz + siny = 1, ktord prejde na tvar sinx + sin(£% + 2km — z) = 1. Vdaka
periodickosti funkcie sinus s periédou 27 a pouzitim znameho vzorca

) ) . a+b a—>b
sina + sinb = 2sin 5 cos 5




mozeme Tav( stranu upravit na tvar

sinx + sin(+% + 2km — x) = sinz +sin(£5 — x) = 2sin(+§)cos(z F §) =
=2-(x3)cos(z F §) =tcos(z F F).

RieSend rovnica je teda ekvivalentnd s rovnicou £ cos(z F §) = 1.
Pre ,horné* znamienko dostavame cos(x — %) =1, omu v obore (0,27) vyhovuje

iba z = §. Odtial y = ¢ + 2km —x = § + 2k7, ¢omu v skiimanom obore vyhovuje
iba y = . Pre ,,dolné* znamlenko mame cos(:c +5) = —1 c¢omu v skimanom obore
vyhovuje iba © = 5” . Odtial y = —% +2km — 2 = 2k7r — & ¢omu v skiimanom obore

vyhovuje iba y = 5” . Dostavame tak len riesenia, ktoré sme ob javili aj v prvom pripade.

Zaver. Rlesemm v obore (0,27) sa dvojice (%,%), (3,3), (35, 3F). V obore
realnych cisel su to potom dvojice

(2 +2km, T +2lr), (3F +2km, 22 4+ 2ir), (35 4 2km, 32 + 2In),

kde k, [ st Tubovolné celé ¢isla.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Dokéazte platnost zndmych stic¢tovych vzorcov

cos(a + b) = cosacosb — sinasinb, sin(a + b) = sina cosb + cosasinb.

[Prvy vzorec mozno dokézat napr. vhodnym pouzitim kosinusovej vety pre trojuholnik,
ktorého dva vrcholy lezia na jednotkovej kruznici a treti vrchol je jej stredom. Druhy
vzorec sa da lahko odvodit z prvého.]

D1. V obore realnych cisel vyrieste rovnicu

1—|—sinw+7r~sinw77r =0.
5 11

[65-A-S-3]
D2. Dokéazte, ze cos 36° = 1+4\/g' [Ak a = 36°, tak sin2a = sin 3a, lebo 2a + 3a = 180°.
KedZe sin2a = 2sinacosa a

sin 3a = sin(2a + a) = sin 2a cos a + cos 2asina =

= 2sinacos® a + (2cos? a — 1) sina = sin a(4cos® a — 1),

dostdvame 2sinacosa = sina(4cos?a — 1). Po vydeleni nenulovym sina mame
4cos?a —2cosa— 1 =0. Cislo t = 1+‘f je jedinym kladnym riesenim kvadratickej
rovnice 4t — 2t — 1 = 0.]

2. Dany je tetivovy stvoruholnik ABCD. Dokdzte, Ze spojnica priesecnikov vysok troj-
uholnika ABC' s priesecnikom vysok trojuholnika ABD je rovnobeznd s priamkou CD.
(Tomas Jurik)

Riesenie. Ozna¢me k kruznicu opisana Stvoruholniku ABC D. Nech priesecniky vySok
trojuholnikov ABC a ABD st postupne U a V (obr. 2).
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Obr. 2

Niekolko znamych vlastnosti priese¢nika vySok v stvislosti s opisanou kruznicou je
zachytenych v navodnych a dopliiajacich tlohach. V nasej situacii sa ndm bude hodit,
ze obraz U’ bodu U v osovej simernosti podla strany AB lezi na kruznici k, ktora je
opisanou kruznicou trojuholnika ABC'. (Toto plati aj pre tupouhly trojuholnik ABC')
Podobne lezi na kruznici k& aj obraz V' bodu V' v osovej simernosti podla strany AB.

Predpokladajme, ze trojuholniky ABC a ABD st ostrouhlé. Potom body U a V
lezia v polrovine ABC'. Priamky CU’ a DV’ st rovnobezné, preto Stvoruholnik CU'V' D
je tetivovy lichobeznik, a teda je to lichobeznik rovnoramenny. Z tohto a z vlastnosti
osovej sumernosti dostavame rovnosti

|LCDV'| = |[LU'V'D| = |KUVV|.

KedZe body C' a U lezia v rovnakej polrovine vzhladom na priamku V’D, st priamky
CD a UV rovnobezné, ako sme mali dokazat. (V poslednej ivahe sme vyuzili, Ze body
D, V, V' lezia na priamke v tomto poradi.)

V pripade, ked aspon jeden z trojuholnikov ABC' a ABD je tupouhly, je argumen-
tacia velmi podobna. Body C, D, V', U’ vidy vytvoria rovnoramenny lichobeZnik, aj
ked na jeho obvode mozu lezat v inom poradi.

Iné rieSenie. Nech U je priese¢nik vySok trojuholnika ABC. UkéZeme, Ze dlzka
usecky C'U nezavisi od polohy bodu C' na obliku AB kruznice k opisanej trojuholniku
ABC.

Budeme pouzivat Standardné oznacenie pre velkosti stran a uhlov v trojuholniku
ABC. Ozna¢me navySe K pitu vysky z vrcholu A na stranu BC. Predpokladajme
najskor, ze trojuholnik ABC' je ostrouhly. Jednoduchym vypoc¢tom z vhodnych troju-
holnikov zistime, ze |{CUK| = (. Vyuzitim goniometrickych funkcii v trojuholnikoch
AKC a UKC dostaneme

|ICK| ~ bcosy  ccosy

CU| = = =
cU] sin|{CUK|  sinf siny ’

poslednd rovnost vyplyva zo sinusovej vety v trojuholniku ABC. Analogickym sposo-
bom mozno ukazat, ze aj v pripade, ked ABC' je tupouhly trojuholnik, plati |CU| =
= c|cosy|/sin~y. Dlzka tsecky CU teda zavisi len od dlzky tsecky AB a od velkosti
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obvodového uhla ACB. V nasom pripade je usecka AB aj obluk kruznice pevny, preto
sa dlzka tsecky CU nemeni.

Body C a D lezia na tom istom obliku kruznice k uré¢enom useckou AB. Preto
st usecky CU a DV rovnako dlhé. Navyse su rovnobezné, ¢ize stvoruholnik CDVU je
rovnobeznik. A teda priamky C'D a VU st rovnobezné.

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

Dr.

Ds.

D9.

D1o0.

Nech ABC je ostrouhly trojuholnik s priese¢nikom vysSok V' a opisanou kruznicou k.
Dokazte, ze obraz V! bodu V v osovej simernosti podla priamky AB lezi na kruZnici
k. Maju tato vlastnost aj tupouhlé trojuholniky? [Staéi vyjadrit velkost uhla AV B
z trojuholnika AV B, v ktorom zvysné dva uhly dopocitame z vhodnych pravouhlych
trojuholnikov. Tento uhol mé velkost 180° — |£ AC B|, z ¢oho vyplyva, Ze $tvoruholnik
ACBYV' je tetivovy. Obraz priese¢nika vySok v osovej simernosti podla strany lezi na
opisanej kruznici aj v pripade, ze trojuholnik je tupouhly. Dékaz sa spravi podobne
vypoditanim velkosti vhodnych uhlov.]

Nech V je priesecnik vySok ostrouhlého trojuholnika ABC. Dokézte, Zze kruznice
opisané trojuholnikom ABV, BCV, C AV st zhodné a porovnajte ich polomer s polo-
merom kruznice opisanej trojuholniku ABC'. [VSetky tri kruznice st obrazom kruznice
opisanej trojuholniku ABC v osovej simernosti podla prislusnej strany. Je to priamym
dosledkom predchadzajicej nédvodnej ulohy.]

Dany je trojuholnik ABC s ortocentrom H. Vyjadrite velkost tsecky C'H pomocou
dlzok stran a velkosti uhlov trojuholnika ABC. Snazte sa, aby vase vyjadrenie bolo ¢o
najjednoduchsie. [Pozri druhé uvedené rieSenie suitaznej lohy. Moznych postupov aj
vyjadreni je viacero.]

Nech ABC je ostrouhly trojuholnik s prieseénikom vySok V' a opisanou kruznicou k.
Dokéazte, ze obraz bodu V v stredovej simernosti podla stredu tsecky AB lezi na
kruznici k. Maju tato vlastnost aj tupouhlé trojuholniky?

V rovine st dané tri navzajom rézne zhodné kruznice so spolo¢nym bodom H. Druhé
prieseéniky dvojic tychto kruznic (rézne od bodu H) oznadime A, B, C. Dokézte, ze
bod H je priese¢nikom vysok trojuholnika ABC.

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC s pdtami vysok D, E, F leziacimi postupne na
strandch AB, BC, C A. Obraz bodu F v stredovej simernosti podla stredu strany AB
lezi na priamke DE. Uréte velkost uhla BAC. [57-A-II-3]

Dany je trojuholnik ABC'. Dokazte, ze os uhla AC'B a os strany AB sa pretinaji na
kruznici opisanej trojuholniku ABC.

V tetivovom sStvoruholniku ABC D ozna¢me L, M stredy kruznic vpisanych postupne
do trojuholnikov BC A, BCD. Dalej oznaéme R priese¢nik kolmic vedenych z bodov L
a M postupne na priamky AC a BD. Dokazte, ze trojuholnik L M R je rovnoramenny.
[66—-A-II1-2]

Na kruznici s polomerom r lezi 5 réznych bodov A, B, C, D, E v tomto poradi,
pricom plati |AC| = |BD| = |CE| = r. Dokazte, ze trojuholnik, ktorého vrcholmi
su ortocentra trojuholnikov ACD, BCD a BCE, je pravouhly. [C-P-S trojstretnutie
2006/1]

Dokazte, ze vSetky stredy stran a pity vysok v lubovolnom trojuholniku leZia na jednej
kruznici. (T4to kruznica je zndma pod ndzvom Feuerbachova kruznica alebo kruznica
deviatich bodov — okrem spominanych Siestich bodov na nej totiz este lezia stredy
usediek spajajucich prieseénik vysok s jednotlivymi vrcholmi trojuholnika.)

Nech ABC je trojuholnik a P bod v jeho rovine. Oznac¢me D, E, F pity kolmic
z bodu P na priamky AB, BC, C A. Dokézte, ze ak bod P lezi na kruznici opisanej
trojuholniku ABC, tak body D, E, F lezia na priamke. (Tato priamka sa nazyva
Sitmsonovou priamkou bodu P.) M4 takuto vlastnost aj nejaky bod P leziaci mimo
kruznice opisanej trojuholniku ABC?

Nech P je bod na kruznici opisanej trojuholniku ABC. Ozna¢me H priese¢nik vy-
Sok trojuholnika ABC. Nech X je prieseénik Simsonovej priamky bodu P s tusec-
kou PH. Dokazte, ze X je stredom usecky PH a lezi na Feuerbachovej kruz-
nici trojuholnika ABC. (RieSenie tejto naroc¢nej ulohy je mozné néjst na strénke
http://mathforum.org/library/drmath/view/61688.html.)

Nech PQ je Tubovolny priemer kruZnice opisanej trojuholniku ABC. Dokazte, ze
Simsonove priamky bodov P a @ st na seba kolmé a pretinaju sa na Feuerbachovej
kruznici trojuholnika ABC. (Druhéa cast tejto tlohy je naozaj naro¢na.)



3. Najdite vsetky dvojice prirodzenych cisel x, y take, Ze

je prvocislo.
(Jan Mazak)

Riesenie. Predpokladajme, Ze prirodzené ¢isla x, y vyhovuja zadaniu, t.].

r+y

.’13y2

r+y -

P, (1)

pricom p je prvocislo. Oznaéme d najvicsieho spoloéného delitela ¢isel x, y. Potom
x = da, y = db, priCom prirodzené ¢isla a, b uz nemaju ziadneho spolo¢ného delitela
viiésieho ako 1, teda st nesudelitelné. Rovnost (1) tak moéZeme po vynasobeni menova-
telom x + y a vydeleni kladnym ¢islom d zapisat v tvare

d?ab® = p(a +b). (2)

Kedze b? deli lavii stranu, musi delit aj prava stranu. Avsak é&isla a, b st nesudelitelné,
preto aj &isla b2, a+b st nestidelitelné!. Podla zndmeho tvrdenia? potom b2 | p. Prvoéislo
p ma iba dva delitele: 1 a p. Z nich je druhou mocninou iba ¢islo 1, preto nutne b = 1.
Rovnost (2) teda mozeme prepisat na

d*a = pla+1). (3)

Zopakujeme teraz podobné uvahy. Kedze a deli lavi stranu, musi delit aj prava stranu.
Pritom ¢isla a, a + 1 st nesudelitelné, takze a | p. Nutne preto bud a = 1, alebo a = p.
Rozlisime dva pripady.

Ak a = 1, tak po dosadeni do (3) mame d? = 2p. Zrejme 2p je druhou mocninou
prirodzeného ¢isla jedine v pripade p = 2. Potom d = 2 a dostavame dvojicu z = 2,
y = 2.

Ak a = p, dosadenim do (3) a vydelenim kladnym p dostaneme d? = p + 1, ¢ize
p=(d+1)(d—1). Cislad+ 1, d— 1 st teda dva rozne (nezdporné) delitele prvocisla
p, z ¢coho nutne d — 1 =1, d+ 1 = p. Takze d = 2, p = 3 a dostavame dvojicu x = 6,
y = 2.

Skuskou sa Tahko presvedéime, Ze obe najdené dvojice vyhovuji zadaniu.

Zaver. Zadaniu vyhovuju dvojice (2,2) a (6,2).

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokéazte, ze ak su ¢isla a, b nestudelitelné, t.j. nsd(a,b) = 1, tak aj a) nsd(b,a +b) = 1;
b) nsd(b?,a +b) = 1. [a) Ak by b a a + b mali delitela d > 1, ten by delil aj ich rozdiel,
ktory je rovny a, teda d by bol spoloénym delitelom &isel a, b. b) Ak by b2 a a + b
mali spoloéného delitela d > 1, mali by aj spolo¢ného prvoéiselného delitela p, ktory
by nutne delil aj b, teda b a a + b by mali spolo¢ného delitela p > 1; dalej rovnako ako
v Casti a).]

N2. Dokézte, ze ak nsd(k,l) =1 a k | Im, tak k | m. [Kedze k | lm, tak lm = kt pre nejaké
celé t. Kedze k, | st nestdelitelné, tak kx + ly = 1 pre nejaké celé x, y. Vynasobenim
¢islom m dostaneme m = kmz + Imy = k(mzx + ty), teda k | m.]

D1. Uréte vsetky dvojice prvoéisel p, g, pre ktoré plati p + ¢% = ¢q + p3. [55-B-11-1]

D2. Najdite vsetky dvojice prvoéisel p, g, pre ktoré plati p + ¢ = ¢ + 145p2. [55-C-11-4]

! Poz. prvia navodnu tlohu.
2 Poz. druhtt navodnt tlohu.



4. Uvazujme nekonecni aritmetickid postupnost
a,a+d,a+2d,..., ()

kde a, d su prirodzené (t.j. kladné celé) ¢isla.
a) Najdite priklad postupnosti (x), ktord obsahuje nekonecne vela k-tych mocnin
prirodzenych cisel pre vsetky k= 2,3, ...
b) Ndjdite priklad postupnosti (x), ktord neobsahuje Ziadnu k-tu mocninu priro-
dzen€ho cisla pre Ziadne k = 2,3, ...
c¢) Najdite priklad postupnosti (x), ktord neobsahuje Ziadnu druhi mocninu priro-
dzeného cisla, ale obsahuje nekonecne vela tretich mocnin prirodzenych éisel.
d) Dokazte, Ze pre vietky prirodzené ¢isla a, d, k (k > 1) plati: Postupnost (x) bud
neobsahuje Ziadnu k-tu mocninu prirodzeného cisla, alebo obsahuje nekonecne
vela k-tych mocnin prirodzenyjch éisel.
(Jaroslav Zhouf)

Riesenie. a) Polozme napriklad a = 1, d = 1. Potom postupnost (*) mé tvar
1,2,3,4,...

t.j. obsahuje vSetky prirodzené ¢isla. Medzi nimi je samozrejme nekonecne vela k-tych
mocnin pre kazdé k. (Vyhovujuce a, d mozno zvolit aj mnohymi inymi spésobmi.)

b) Polozme napriklad a = 2, d = 4. Postupnost (x) ma vtedy tvar
2,6,10,14, ... ,

t.j. obsahuje ¢isla 4n + 2, kde n = 0,1, 2, ... Tato postupnost obsahuje len parne ¢isla,
preto urcite neobsahuje Ziadnu k-tu mocninu nepdrneho ¢isla. Avsak k-ta mocnina fubo-
volného pdrneho éisla je delitelna ¢islom 2%, teda aj ¢islom 4 (pre k = 2), a nemoze byt
tvaru 4n + 2. TakZe zvolend postupnost neobsahuje ziadnu k-tu mocninu prirodzeného
¢isla pre ziadne k = 2,3, ... (Podobne mozno zd6vodnit, Zze vyhovuje postupnost, ktora
dostaneme volbou a = p, d = p? pre lubovolné prvoéislo p.)

c¢) Polozme napriklad a = 8, d = 16. Postupnost (*) ma vtedy tvar
8,24, 40,56, ... ,

t.j. obsahuje ¢isla 16n + 8, kde n = 0,1,2,... Kedze 16n + 8 = 8(2n + 1), zvolena
postupnost neobsahuje ziadnu druhti mocninu prirodzeného ¢isla. V rozklade na saéin
prvoéisel mé totiz kazdy jej ¢len ¢initel 23, zatial o druhé mocniny maji v rozklade
na sucin prvocisel vSetky exponenty parne. Na druhej strane, v danej postupnosti sa
zrejme nachadzaji vietky ¢isla (2-1)2,(2-3)3,(2-5)3,.. ., ¢ize 8-nasobky tretich mocnin
neparnych ¢isel. TakZe postupnost obsahuje nekonec¢ne vela tretin mocnin prirodzenych
¢isel. (Opit sme mohli a, d zvolit aj inak, staéi zobrat a = p3, d = p*, kde p je Tubovolné
prvodislo.)

d) Ak sa v postupnosti (*) nenachadza ziadna k-ta mocnina, dokazované tvrdenie
trivialne plati. Predpokladajme, Ze sa v postupnosti nachadza aspon jedna k-ta moc-
nina. VSeobecny ¢len v (x) ma tvar a + nd, priCom n je nezaporné celé ¢islo. Pre nejaké
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prirodzené ¢islo m teda plati m* = a + nd. Chceme ukazat, Ze medzi ¢lenmi z () je
nekonecne vela dalsich k-tych mocnin. VSetky ¢leny postupnosti (x) dévaju po deleni
¢islom d rovnaky zvysok (taky, ako dava po deleni ¢islom d ¢islo a). Zaroven vieme, ze
ak dve ¢isla davaju po deleni d rovnaky zvysok, davaji rovnaky zvysok po deleni d aj
ich k-te mocniny. V postupnosti (%) teda budu lezat aj k-te mocniny ¢éisel m + td pre
lubovolné prirodzené ¢islo t. Naozaj, podla binomickej vety méame

(m +td)* =m* + km*td + (5)mF=22a% + - + kmth 1 + thak =
= (kY () mf 2kt 2 k) =

=mF+d-M=a+nd+dM =a+dn+ M).

Kedze M (vyraz vo velkej zatvorke) je zjavne prirodzené &islo, (m+td)* = a+d(n+ M)
je ¢lenom postupnosti (x) pre kazdé prirodzené t. TakZe () obsahuje nekonecne vela
k-tych mocnin.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokazte, ze medzi ¢islami tvaru 8n + 4 sa nachadza nekonecne vela druhych mocnin
prirodzenych ¢isel.

N2. Dokéazte, ze medzi ¢islami tvaru 8n + 4 sa nenachadza ziadna tretia mocnina prirodze-
ného cisla.

N3. Dokazte tvrdenie z Casti d) pre pripad &k = 2, t.j. dokdzte, ze postupnost (%) bud
neobsahuje ziadnu druhd mocninu, alebo obsahuje nekonecne vela druhych mocnin
prirodzenych cisel.

N4. Dokéazte, ze ak dve ¢isla davaju po deleni ¢islom d rovnaky zvysok, tak aj ich k-te
mocniny davaji po deleni ¢islom d rovnaky zvysok. [Ak d | @ — b, tak aj d | (a —
—b)(a*~1 +aF2b + ... + b¥~1) = a* — b*. Inou moznostou je tvrdenie dokazat
pomocou binomickej vety.]

D1. Rozhodnite, ¢i existuje aritmetickd postupnost, ktorad neobsahuje ziadne Fibonacciho
cislo (t.]. cislo, ktoré je clenom postupnosti (a,)5% ), priCom a1 = a2 =1 a ap42 =
= an+1 +an pren =1).

5. V kaZdom vrchole pravidelného 2008-uholnika lezi jedna minca. Vyberieme dve mince
a premiestnime kaZdiu z nich do susednéeého vrcholu tak, Ze jedna sa posunie v smere
a druhd proti smeru chodu hodinovych ruciciek. Rozhodnite, ¢i je mozné tymto sposo-
bom vsetky mince postupne presunit:
a) na 8 kopok po 251 minciach,
b) na 251 képok po 8 minciach.
(Radek Horensky)

Riesenie. Ocislujme si zaradom vrcholy daného mnohouholnika ¢islami od 1 po 2008.

a) Po chvili ndjdeme postup, ako presivat mince, aby sme dosli k zadanému cielu.
Popiseme jednu z moznosti.

Mince z vrcholov 1,2,... ;251 postupne zhromazdime na jednej kopke vo vrchole
s ¢islom 251. Ich pohyb budeme vyvazovat presivanim minci z vrcholov 1758 az 2008
do vrcholu s ¢islom 1758. Takto vytvorime dve képky po 251 minciach. Podobnym
sposobom zhromazdime mince z vrcholov s ¢islami 252 az 502 na jednej kopke vo
vrchole s ¢islom 502. Ich pohyb vyvazime vytvorenim rovnako pocetnej kopky vo vrchole
s ¢islom 1507. Takto postupujeme aj dalej; posledné dve kopky s 251 mincami budi vo
vrcholoch s ¢islami 1004 a 1005.



b) Postup spliajici pravidl4 presunu minci sa najst neda, ¢o v dalsom dokazeme.

Priradme kazdej minci ¢islo vrcholu, v ktorom sa nachadza. VSimnime si stcet S
vsetkych éisel priradenych minciam. Co sa stane, ked presunieme dvojicu minci? Ak
presun nenastane medzi dvoma vrcholmi s ¢islami 1 a 2008, hodnota stc¢tu S sa nezmeni:
jednej z presuvanych minci sa priradené ¢islo o 1 zvicsi a druhej sa o 1 zmensi. Ak medzi
vrcholmi s ¢islami 1 a 2008 presun nastane, hodnota S sa bud nezmeni (vtedy, ked sa
obe mince presuvaju medzi tymito vrcholmi, teda si len navzajom vymenia pozicie),
alebo sa zmeni o 2008 (moze vzrast alebo klesnut). Celkovo to moézeme zhrnit tak, ze
zvySok suctu S po deleni ¢islom 2008 sa pri presunoch minci nemeni.

Hodnota S je na zaciatku 142+ ---+2008 = 1004 - 2009. Toto ¢islo dava po deleni
¢islom 8 zvysSok 4. Na konci mame 251 képok po 8 minci. Kazda z kdpok prispieva
do S néasobkom ¢isla 8, preto hodnota S by mala byf na konci delitelnd ¢islom 8.
Zvysok hodnoty S po deleni ¢islom 8 sa vSak nemeni, lebo 8 | 2008. Zvysky hodnoty
S po deleni 8 st rézne pre tvodnu a cielovil poziciu, ¢ize popisanymi presunmi minci
nemoézeme dosiahnut z ivodnej pozicie poziciu s 251 képkami po 8 minci.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Na stole je n poharov otoéenych hore dnom. V jednom kroku mézeme otocit k z nich
naopak. Je mozné dosiahnut, aby po konefnom pocéte krokov boli vSetky pohére
otocené dole dnom? Vyrieste tito tlohu pre n =9, k =2 an =9, kK = 5. Odpovede
dosledne zdovodnite. [Pre n =9 a k = 5 to je mozné. Pre n = 9 a k = 2 nie, pretoze
sa nemeni parita po¢tu pohéarov oto¢enych hore dnom.]

N2. V kazdom vrchole $tvorca je jedna minca. Vyberieme dve mince a premiestnime
kazda z nich do susedného vrcholu tak, Ze jedna sa posunie v smere a druha proti
smeru chodu hodinovych ruciciek. Rozhodnite, ¢i je mozné tymto spésobom postupne
premiestnit v8etky mince do jedného vrcholu. [Podobne ako v rieSeni sttaznej tGlohy
budeme uvazovat zvySok stcétu ¢isel priradenych minciam po deleni $tyrmi. Je mozné
rozdelit vsetky mozné pozicie do skupin podla tohto zvysku, ivodnd a cielova pozicia
st v roznych skupinéch, preto sa z jednej neda dostat do druhe;j.]

N3. Vyrieste predchddzajucu navodnt ulohu s pravidelnym osemuholnikom namiesto
Stvorca.

D1. Okolo ohtia sedi n+1 psov (n = 1). Jeden z nich je $éf a ma n kosti, ostatni nemaja nic.
V jednom kroku zvolime dvoch psov A a B (nie nutne roznych), z ktorych kazdy ma
asporn jednu kost a spolu maju asporn dve kosti. Zoberieme jednu kost psovi A a ddme
ju jednému zo susedov psa B a zoberieme jednu kost psovi B a ddme ju jednému zo
susedov psa A. Pre ktoré n sa po sérii vhodnych krokov moézeme dostat do situécie, ze
kazdy pes okrem $éfa ma jednu kost? [KMS 2005/6, 3. zimna séria, tloha 7]

D2. Okolo okruhleho stola sedi n deti. Erika je z nich najstarsia a ma n cukrikov. Ostatné
deti nemaju ziadne cukriky. Erika sa rozhodla, zZe cukriky rozdeli a stanovila nasledovné
pravidla. V kazdom kole zdvihnt ruky vsetky deti, ktoré maja pri sebe aspon dva
cukriky. Erika jedného z prihlasenych vyberie a ten da kazdému svojmu susedovi jeden
cukrik. (V prvom kole sa teda prihlasi iba Erika a da svojim susedom po cukriku.)
Zistite, pre ktoré n = 3 moze delenie po kone¢nom pocte kol skoncit tak, ze kazdé
dietfa bude mat préve jeden cukrik. [C-P-S trojstretnutie 2006 /2]

D3. Cisla 1,2,...,n s v tomto poradi napisané vo vrcholoch pravidelného n-uholnika.
V jednom kroku mézeme dve susedné ¢isla nahradit ich aritmetickym priemerom. Je
mozné dosiahnut, aby boli vSetky napisané ¢isla rovnaké? [KMS 2006/7, 2. letné séria,
uloha 10]

6. Dany je trojuholnik ABC'. Vnutri stran AC, BC' st dan€ body E, D tak, zZe |AE| =
= |BD|. Oznac¢me M stred strany AB a P priesecnik priamok AD a BE. Dokdzte, Ze

obraz bodu P v stredovej sumernosti so stredom M lezi na osi uhla ACB.
(Jan Mazak)

Riesenie. Nech () je obrazom bodu P v stredovej simernosti so stredom M. Bod @)
lezi na osi uhla AC' B préave vtedy, ked je rovnako vzdialeny od priamok AC a BC.
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Obr. 3

Chceme vyuzit rovnost dzok tsekov AE a BD v suvislosti s bodom Q. Viimnime
si preto trojuholniky AEQ a BD(Q (obr.3). Bod @ je rovnako vzdialeny od priamok
AC a BC prave vtedy, ked trojuholniky AEQ a BD(@ maji rovnaky obsah. Dokazeme
tvrdenie o rovnosti obsahov tychto trojuholnikov.

Priamka BQ je rovnobezna s priamkou AD, pretoze je jej obrazom v stredovej
stmernosti so stredom M. Preto trojuholniky QBD a Q BA maj rovnaky obsah (maju
rovnaké vysky na spolo¢nu zdkladiiu ()B). Podobne aj obsah trojuholnika QAFE je
rovnaky, ako obsah trojuholnika QAB. Takze nas dokaz je hotovy.

Iné rieSenie. V zadani sa spomina stredova simernost so stredom M. Takato
simernost ¢asto poméha v tlohéach tykajucich sa taznic trojuholnika. Podme ju vyuzit
aj tu. Nech sa v tejto stredovej simernosti zobrazi bod C' do bodu C’ a bod P do
bodu Q. Dalej ozna¢ime K prieseénik priamok C’B a AD. Prieseéniky priamky C’P
s priamkami AB a AC ozna¢ime N a L (obr.4).

C/
Obr. 4
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Méame dokéazat, ze bod ) lezi na osi uhla ACB. Vdaka vlastnostiam stredovej
stmernosti toto plati préave vtedy, ked bod P lezi na osi uhla AC'B (vnutorného
v trojuholniku AC’B). Je zndme (pozri druht ndvodnt tlohu), Ze toto je pravda prave
vtedy, ked bod N rozdeli tse¢ku AB v pomere dlzok tise¢iek AC a BC. Nasim cielom
preto bude urcit velkost pomeru AN : BN. Nech |BD| = |AE| =z, |CD| =y a|AC| =

=b.

Trojuholniky ADC' a K DB st podobné, preto

BD
BK| = |ac)- B2l .

T
|CD| y

Rovnolahlost rovnobeznych priamok BC” a AC so stredom v bode P zachovava pomery,

preto

C'Bl _ b
\KB| 7 b

LE| = |AE]- —y.

z
Y

Nakoniec, trojuholniky ANL a BNC’ st podobné, z ¢oho dostaneme

|AN|  |AL|  |AE|+|LE| z+y |AC'|
IBN|  |BC"| |BC'| ~|BC'"| |BC|

Platnost tejto rovnosti znamen4, ze priamka C’'N, a teda aj priamka C’P, je osou uhla

AC'B.

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

N5.

D1.

D2.

D3.

a) Najdite mnozinu bodov, ktoré st rovnako vzdialené od dvoch danych priamok.

b) S vyuzitim vlastnosti z a) dokazte, ze osi vnutornych uhlov trojuholnika sa pretinaja
v jednom bode.

Dokazte, ze os vnatorného uhla v trojuholniku pretina protilahla stranu v pomere pri-
lahlych stran. [Nech K je priese¢nik osi uhla AC B so stranou AB. PouZijeme sinusovt
vetu v trojuholnikoch CK A a CK B, vyuzijeme, ze uhly AKC a BKC st doplnkové a
uhly ACK a BCK maja rovnaka velkost. Iné rieSenie: pomer |[AK|:|BK| je rovnaky,
ako pomer obsahov trojuholnikov AKC a BKC, pritom tieto dva trojuholniky maja
rovnako dlhé vysky z vrcholu K]

Dany je trojuholnik ABC'. Najdite mnozinu bodov X takych, ze trojuholnik ABX ma
rovnaky obsah ako trojuholnik ABC'. [Dvojica priamok rovnobeznych s priamkou AB
a rovnako od nej vzdialenych.]

Nech ABCD je lichobeznik so zédkladnami AB a CD. Dokazte, ze prieseCnik priamok
AC a BD, priesecnik priamok AD a BC a stredy zakladni tohto lichobeznika lezia
na priamke. [Uvazujme rovnolahlosti, ktoré zobrazia tse¢ku AB na tsec¢ku CD. Tieto
rovnolahlosti sti dve a ich stredmi st tie dva priesec¢niky zo zadania ulohy. Obe tieto
rovnolahlosti zachovavaji pomery, preto zobrazia stred tsecky AB na stred tsecky
CD. Takze stredy uvazovanych rovnolahlosti lezia na spojnici stredov zékladni.]
Nech ABCD je konvexny Stvoruholnik. Stredy jeho stran oznadime postupne K, L,
M, N.

a) Dokéazte, ze KLM N je rovnobeznik.

b) Aky je pomer obsahov $tvoruholnikov KLMN a ABCD?

Dokézte, ze taznice v trojuholniku sa pretinaju v jednom bode a rozdelia trojuholnik
na 6 Casti s rovnakym obsahom.

Dokézte, ze ak z, y, z st dizky faznic trojuholnika ABC, tak existuje trojuholnik
s dlzkami stran rovnymi z, y, 2. Aky obsah ma tento trojuholnik, ak obsah trojuholnika
ABC je 87 [Vyuzite stredovu simernost podla stredu strany BC'|

Je dany trojuholnik ABC'. Vnutri jeho stran BC, C A, AB uvazujme postupne body
K, L, M také, ze tsecky AK, BL, CM sa pretinaja v bode U. Ak trojuholniky AMU
a KCU maja obsah P a trojuholniky M BU a CLU obsah @), potom P = @Q. Dokazte.
[49-A—-S-2]
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D4.

D5.

Dé6.

Dany je trojuholnik ABC a body K, L., M leziace postupne vnutri stran BC, CA, AB
tak, ze priamky AK, BL, CM maju spolo¢ny bod X.
a) Dokazte, ze pomer |AM|: |BM| je rovnaky, ako pomer obsahov trojuholnikov AC'X
a BCX.
b) Dokézte, ze

|[AM| |BK| |CL| _

|BM| |CK| |AL|

(Toto tvrdenie je Gastou Cevovej vety. Porovnajte taito vetu s Menelaovou vetou.
Vsimnite si, Ze Casto je vyhodné vo vypoctoch i dokazoch previest pomer vzdialenosti
na pomer obsahov. Pouzite tento pristup v druhej nédvodnej tlohe.)

Nech K, L, M st po rade vnutorné body stran BC', C A, AB daného trojuholnika ABC
také, ze kruznice vpisané dvojiciam trojuholnikov ABK a CAK, BCL a ABL, CAM
a BCM maja vonkajsi dotyk. Potom sa priamky AK, BL, CM pretinaju v jednom
bode. Dokazte. [49-A-1-2]

Uréte vSetky konvexné stvoruholniky ABC D s nasledujiicou vlastnostou: Vnutri Stvor-
uholnika ABC D existuje bod F taky, ze kazda priamka, ktora prechadza tymto bodom
a pretina strany AB a C'D vo vnutornych bodoch, deli stvoruholnik ABC D na dve
Gasti s rovnakym obsahom. Svoju odpoved zdovodnite. [49—-A-T1-4]
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